
予測方法の評価、選択について

講師: 長倉大輔

1

† この資料は私のゼミにおいて使用するために作成した資料です。ゼミのWEBページ上で公開しており、自
由に参照して頂いて構いません。ただし、内容について、一応検証してありますが、もし間違いがあった場合
でもそれによって生じるいかなる損害、不利益について責任を負いかねますのでご了承ください。間違いは発
見次第、継続的に直していますが、まだ存在する可能性があります。間違いを見つけた場合
nagakura@z7.keio.jp までご連絡いただけると大変嬉しく思います。

mailto:nagakura@z7.keio.jp


予測法、その評価、比較について

本日は、予測および予測の評価、比較に用いられる統
計的手法についていくつか紹介する。

予測精度の改善を目的とした予測平均という手法を紹介
する。また予測評価の際、その評価が統計的に有意か
どうかの検定として代表的な検定として Diebold –

Mariano （DM) 検定を紹介する。
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今日の予定

1. 予測 – サンプル内予測とサンプル外予測

2.  予測評価の指標

3.  予測評価の有意性 – Diebold Mariano 検定

4．予測平均について
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予測法、その評価、比較について

◼ 予測について

ここでは予測の定義として、「現在までに観測さ
れた変数を用いて将来の値を推定すること」とする。

ファイナンス変数やマクロ経済変数の精度のよい予測
は、リスク管理から政策決定に至るまで様々なレベル
で重要である。

4



予測法、その評価、比較について

◼ 予測

過去の観測されたベクトル xtの値を用いて、スカラー変
数 yt+1の値を予測するモデルを

yt+1 = g ( xt, εt+1 ; θ)

とする。ここで gはある関数、εt+1はモデルに含まれる攪
乱項、θ はモデルに含まれるパラメーターベクトルを表
す。

xtには ytの過去の値を含んでもよい。
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予測法、その評価、比較について

例として、例えば関数 gが線形であれば、予測モデルは
線形回帰モデル

yt+1 = β0 + β1x1,t + β2x2,t+ …+βKxK,t + εt+1

になる。ここで xt =[x1,t, …, xK,t]
T, θ = [β0, …., βK]Tである。

またさらに、xt が過去の p個の値のみを含んでいるとし
て、AR(p) モデル

yt+1 = β0 + β1yt + β2 yt –2+ …+βpyt+1 –p + εt+1

xt =[yt , …, yt+1–p]
T, θ = [β0, …., βK]T などもこの定式化は

含んでいる。

6



予測法、その評価、比較について

さらに予測モデルとしては、 xt として ytの過去の値と他
の変数の過去の値を含むような VAR モデル

yt+1 = β0 + β1yt + β2yt –1+ …+ βpyt+1 –p

+ α1zt + α1zt –1 + …+αpzt+1–p

+ …. + εt+1

も予測モデルの一例である。
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予測法、その評価、比較について

また gの関数形が非線形なものとしては非線形回帰モ
デル

yt+1 = g(xt; θ) + εt+1

や非線形 AR(p) モデル、

yt+1 = g(yt, yt–1, … , yt+1–p, εt+1; θ) 

など、様々なものが考えられる。
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予測法、その評価、比較について

これらの予測モデルを基に、例えば線形モデルの場合、
xtの条件付き期待値 (E(εt+1|xt) = 0 として)

E[yt+1| xt] = β0 + β1x1,t + β2x2,t+ …+βKxK,t

を予測値として計算する。

この場合、一般的には

E[yt+1 | xt] = E[ g(xt, εt+1; θ) | xt] = f (xt ; θ)

のように xt についての関数形は g (.) とは異なる関数形
になる。

t =1, 2…, T1
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予測法、その評価、比較について

また例え真のモデルが線形でなくても予測モデルとして
線形モデルを用いるという事も考えられる。

以後は yt+1の予測値を と表記する。予測値
は過去の値の関数になる、つまり

となる。

1ˆ +ty

);(ˆ
1 ttt fy θx=+
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予測法、その評価、比較について

t時点までのデータに基づいて t + h時点の値を予測する
事を h期先予測という。

以後、ytの t時点における h期先予測を と表記し、

とする。ここで f (h)(.) は h期先予測の時の予測値を計算
する関数である(h が異なれば異なりうる事に注意)。

( )

|
ˆ ( ; )h
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|
ˆ

t h ty +
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予測法、その評価、比較について

◼ サンプル内予測 (In-sample-forecast)とサンプル外予
測 (Out-of-sample forecast)

予測を評価する際に、サンプル内予測による評価とサン
プル外予測による評価がある。

サンプル内予測とサンプル外予測の違いは主に未知パ
ラメーター θ を推定するのに用いるデータの違いである

以下では 1 期先予測の場合を考える (h期先予測でも
考え方は同じ)。
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予測法、その評価、比較について

が観測されたとする。

サンプル内予測ではまず未知パラメータ θを観測された
データ全てを用いて推定する。T時点までの全てのデー
タを用いて推定した θを とする。

サンプル内予測ではこの を用いて予測値を

t = j, …, T と計算していく 。ここで jは予測値を計算でき
る最初の時点(例えばAR(p)モデルであれば j = p +1)で
ある。サンプル内予測による評価ではこの予測値を用
いて評価をしていく。

T
ttty 11 },{ =+ x

Tθ̂

Tθ̂
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予測法、その評価、比較について

サンプル外予測のやり方は実はいくつかあるが、それら
に共通するのはパラメーターの推定に用いるデータと予
測の評価に用いるデータを分けるということである。

まず1つ目を説明する。

⚫ サンプル外予測 1

S時点までのデータ を用いて θを推定する。
この推定値を とする。この を用いて次の期の予
測値を

と計算する。

S
ttty 11 },{ =+ x

Sθ̂ Sθ̂
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予測法、その評価、比較について

以降の予測では常に を用いる。即ち

のように予測値を計算していく。要は S 時点までのデ
ータのみから推定したパラメーター値を用いて予測値
を計算するということ。
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予測法、その評価、比較について

⚫ サンプル外予測 2

2つめとしては、推定値を逐次更新していくやり方があ
る。即ち

のように予測値を計算していく。予測をする1期前まで
のデータ全てを使って推定したパラメーター値を用いて
予測値を計算するということ。
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予測法、その評価、比較について

⚫ サンプル外予測 3

3つめとしてローリングウィンドウによって予測値を計算
する方法もよく用いられる。

これは1番目と2番目のやり方を合わせたようなもので未
知パラメーターを推定するデータの数を固定し (これをウ
ィンドウサイズという) 、かつ更新もしていく。

を k時点から n 時点までのデータを用いて推定し
た未知パラメーターの推定値とする。

nk ,θ̂

17



予測法、その評価、比較について

この時、ウィンドウサイズ Sのローリングウィンドウによる
サンプル外予測値は

のように計算される。パラメータの推定に直前の S個の
データのみ使用するということ。
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予測法、その評価、比較について

◼ 予測誤差

予測誤差は実際の値と予測した値の差として定義され
る。すなわち時点 tの予測誤差 etは

と定義される。ここで はサンプル内予測もしくはサン
プル外予測によって計算された予測値である。

信用保証制度の問題点についての実証分析ttt yye −= ˆ

tŷ
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予測法、その評価、比較について

競合するいくつかのモデルがある場合は、それらのモデ
ルについて全て予測誤差を計算する。

それぞれのモデルからの予測誤差に対して、何らかの
基準を用いてどちらの予測が優れているかを比較する
必要がある。

この基準は分析する目的によって異なる。

以下でよく用いられる基準をいくつか紹介する
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予測法、その評価、比較について

◼ いくつかの予測評価の基準

予測の良さを評価する基準として代表的なものをいくつ
か挙げる。以下では という n = T– j +1 個の予測
誤差が得られているとする。

 平均二乗誤差(Mean Squared Error; RMSE)

 平均二乗平方根誤差 (Root Mean Squared Error; 

RMSE)
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予測法、その評価、比較について

 平均絶対誤差 (Mean Absolute Error; MAE)

 平均絶対パーセント誤差 (Mean Absolute Percentage 

Error; MAPE)
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予測法、その評価、比較について

 Theil 不等式係数 (Theil Inequality Coefficient)

これは実際には後述の理由で近年ではまず使われ
ない。
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予測法、その評価、比較について

これらの基準はどれも小さければ小さいほどよいと解釈
される。

これらの基準のうちMSEや RMSE、MAE、MAPE につ
いては直観的に非常に理解しやすい形をしているので
その意味について説明の必要はあまりないと思われる。

しかしながら Uについてはその性質について若干の説
明がいると思われるので以下に説明する。
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予測法、その評価、比較について

まず、三角不等式によって常に

であるので、U は 1 以上の値を取らない事がわかる。さ
らに全ての tについて であれば分子が 0 にな
るので U = 0 となる。これは予測値と実際に値が完全に
一致するという事なので U = 0 となる場合が一番良い予
測ということがわかる。
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予測法、その評価、比較について

これに対して U = 1 となるのは、

(1)全ての tについて yt = 0 の場合

(2)全ての tについて の場合

(3)全ての tについて の場合

の3つがある。

0ˆ =ty

tt yy −=ˆ
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予測法、その評価、比較について

Uが 0 に近いほどよい予測という解釈であれば、上限
の U = 1 は予測が最悪の場合を示していると考えられ
るが、 (1) は現実のデータではありえないし、(2)はモデ
ルによってはこれが最適な予測になりえる。(3) も場合
によっては最悪の予測というわけではない。

よって Uは1 に近いからと言って必ずしも悪い予測なの
かどうかの判断ができないため、予測の評価の基準とし
てはあまり有用ではなく、実際に用いられることは近年
ではまずない。
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予測法、その評価、比較について

これらの基準を用いて、競合するM個の予測モデルの
予測誤差

が与えられた時に（ここで は、m番目のモデル
の予測誤差)、これらの予測誤差の RMSE、MAE、
MAPE などを計算しそれらのうちで一番小さいものが良
い予測モデルだと考える事ができる。
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予測法、その評価、比較について

◼ 予測評価の有意性

しかしながら、これらの基準による評価はあくまでも観測
されたデータに基づいたものである事に注意する必要
がある。

これらの基準は母集団のある値を推定していると考えら
れるが、確率的な変動（データの偏り）によって、予測誤
差も変動するため、これらの基準による評価も、標本の
偏りによって実際の予測力をきちんと反映していない可
能性がある。
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予測法、その評価、比較について

例えば i番目の予測モデルの RMSE （これは

の推定値と考えられる)が j番目の予測モデルのRMSE

よりも小さい場合に、それが単に標本の偏りによって生じ

たのかそれとも実際に という事実を反

映しての結果なのかには注意が必要である。

この場合、実際にある予測モデルが他の予測モデルより
も予測力が高いかどうかを統計的に検定する必要があ
る。
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予測法、その評価、比較について

このような問題意識から提案されたものがこれから説明
する Diebold – Mariano 検定 である。以下 DM 検定
と呼ぶ。

DM 検定においては 2 つの予測値の予測力が等しいと
いうのを帰無仮説としている。この帰無仮説が棄却され
るのであれば、片方の予測値の予測力はもう方の方予
測力よりも有意に高いという事ができる。
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予測法、その評価、比較について

◼ DM検定

2つの予測誤差の系列 と が与えられてい
るとしよう。

損失関数を L(e) とし損失差を

とする。例えば L(e) = e2や L(e) = |e| など。前者がMSE

、後者はMAE に対応する。
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予測法、その評価、比較について

この損失差の期待値が 0 である時、2つの予測値の予
測力は同じと考える（どちらかの損失が平均的に大きい
場合は損失差の期待値は 0 ではないので）

つまり、検定したい帰無仮説と対立仮説は

H0:   E(dt) = 0 および H1:  E(dt)  ≠ 0

となる。
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予測法、その評価、比較について

この帰無仮説に対して、 Diebold and Mariano (1995) は
以下の検定統計量を提案した。

ここで と定義され、

は の標準誤差である。
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予測法、その評価、比較について

Diebold and Mariano (1995) は dtについて緩い仮定のも
とで DMT は帰無仮説の下で、漸近的に

となる事を示した。Diebold and Mariano (1995) は

に HAC (Heteroskedasticity and autocorrelation 

consistent) 推定量を用いる事を提案している

DMTは非常に簡単に計算できるので、広く用いられるよ
うになった。 また有限標本における DM検定のパフォーマ
ンスの改善のためいくつか改良がなされている（Harvey,

Leybourne, Newbold （1997）などがよく知られている。

)1,0(~ NDMT

)( Tdse
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予測法、その評価、比較について

◼ 予測平均(Forecasting Average)

しばしば、ある 1 つの変数 ytに対して、様々な予測(異な
るモデルを用いたり、異なったデータ、情報を用いたりし
た予測) が利用可能な場合がある。このような場合、従来
のアプローチはその予測の中から(何らかの基準で)最良

の予測を選び、それを用いて予測を行うというものであっ
た。
それに対して、予測平均(Forecast Averaging や

Forecasting Combination と呼ばれる) とは利用可能な予
測を(有効に使用できるもの)全てを組み合わせて予測を

行うというアプローチであり、予測を組み合わせることに
より最良の予測を単独で使用する場合よりも予測精度が
よくなることが実証的に知られている。
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予測法、その評価、比較について

ytの i番目の予測(値)を とし、N個の予測、i =1,…,N

が使用可能であるとする。 この時、予測平均は通常これ
らの予測の加重平均

を最終的な予測とすることである。

より一般的には、必ずしも加重平均でないN 個の予測の
関数が考えられるが、現時点では実際の応用上はほとん
ど上記の加重平均の形しか用いられていない。
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予測法、その評価、比較について

加重平均の重み ωi,t に下付き文字 tがついていることに
注意。これはそれぞれの予測に掛かる重みを予測点に
依存して変更することを許容するということである。

以下の例のいくつかでは実際に予測点に応じて重みが
変化するものがある。
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予測法、その評価、比較について

◼ 予測平均の例 (8つ)

1. 単純平均 (Simple Mean)

N個の予測の平均をとったもの。

2.  調整平均 (Trimmed Mean) 

予測値を大きい順に並べて上下何%かを除いた残り
の予測で平均を取ったもの(異常値に頑強)。

3.  中央値
予測の中央値をとったもの。
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予測法、その評価、比較について

4. 最小二乗加重 (Least Square Weights)

N 個の予測 , i =1,…, Nの実際の値への線形回帰
の係数を最小二乗法で推定し、その推定した係数を重
みとして使用する。最小二乗法で推定できるだけの実
際の値と予測(値)が必要。

5. 平均二乗誤差加重 (Mean Square Error Weights)

それぞれの予測のMSE を計算して、ωi を

によって決定する。ここで MSEiは i番目の予測の
MSE、kは分析者が決定する調整パラメーター。
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予測法、その評価、比較について

6. 最小二乗誤差順位 (MSE Ranks)

先ほど同様MSE を計算し、小さい方から順に順位を
つける(MSEが小さいほど順位が小さい)。ri を i番目
の予測の順位だとするとその加重を

とする(順位の逆数の比)。
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予測法、その評価、比較について

7. 平滑化AIC加重 (Smoothed AIC Weights)

それぞれの予測に用いられたモデルのAIC を計算し、
i番目の予測の重みを

によって計算する。ここでAICj は j 番目の予測に用い
られたモデルのAICの値。全てのモデルのAICが計
算できることが前提となっている。
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予測法、その評価、比較について

8.近似ベイズモデル平均加重 (Approximate Bayesian 

Model Averaging)

それぞれの予測に用いられたモデルのBIC を計算し、
i番目の予測の重みを

によって計算する。ここでBICj は j 番目の予測に用い
られたモデルのBICの値。全てのモデルのBICが計
算できることが前提となっている。
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予測法、その評価、比較について

これら以外にも様々な加重法が提唱されているが、現状
ではそれらの理論的な性質についての研究はあまり進ん
でいないようである(シミュレーションによる比較だけで終
っている)。

おそらくそれらの性質は真のデータ育成過程や予測モデ
ルの推定法、予測の損失関数の形状などにも依存する
であろうから、どんな状況でも一番よい方法というのは存
在しないかもしれない。理論的な発展が待たれるところで
ある。

44



本日のまとめ

1. よく使われる予測の評価基準の紹介

2. ある予測が他の予測より良いかは統計的に
検定する必要があるが、そのための統計量と
してDM 検定統計量を説明。

3.  予測精度の改善のため、予測を組み合わせ
る予測平均という方法の紹介。
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