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要旨 

本稿は Oxford-man Instituteで提供されている世界各国の市場のデータから、リーマンショック以前の 2000年

1月 1日から 2006年 12月 31日までのデータを取り出し、ボラティリティについて分析を行ったものである。近年、

収益率のボラティリティの精度のよい推定量として、Realized Volatility (RV) と Realized Kernel (RK) が注目を

浴びている。本稿では RV および RK を組み入れたモデルに対して、ボラティリティの予測精度の比較を行った。その

際、ボラティリティの長期記憶性を捉えるために RVに対して ARFIMAX モデルを適用した。また RV と RKにおけるマ

イクロストラクチャ・ノイズの比較を行うため、Realized-GARCH(R-GARCH)モデルと Realized-SV(Realized-SV) モ

デルによる分析も行った。これら 3つのモデルを使用して 20期先のボラティリティを予測しその予測精度を比較した。

その結果、R-SV モデルのパフォーマンスが一番良く、ARFIMAX モデルについては優れた結果が得られなかった。 
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１． はじめに 

ボラティリティとは、価格の変化率の分散(若しくは標準偏差)のことであり、オプションなどの派生証券の価格を決

定する重要な要素の 1つである。ボラティリティの特徴の１つとして「非対称性」と言われるものがある。これは株価が

上がった日の翌日よりも株価が下がった日の翌日のほうがよりボラティリティが上昇する傾向がある事を意味している。

この効果はバレッジ効果(Leverage effects)という。他にも重要な特徴として、ボラティリティの持続性があげられる。

これは証券市場にショックが生じた場合に、いったん収益率のボラティリティが大きく（小さく）なるとその後しばらくボラ

ティリティが大きい（小さい）状態が続くということを意味している。 

ボラティリティは様々な場面において重要な変数である。しかしながら、真のボラティリティは直接観測することが出

来ないので、ボラティリティを推定するための様々な方法が提案された。RV もそのような過程で提案されたボラティリテ

ィの推定量の一つである。RVは高頻度データと呼ばれる、分単位、あるいは秒単位の非常に高い頻度で観測され

るデータを用いて計算される。その定義や性質として渡部(2009, p.1) は以下の様に説明している 

 

“Realized Volatilityは日中リターンの２乗を１日分足し合わせたものなので、ボラティリティのモデルに依存しな

い。また、Realized Volatilityは計算に用いる日中リターンに時間間隔を０に近づけると、真のボラティリティに確

率収束する(ただし、実際の資産価格はマイクロストラクチャ・ノイズを含むので必ずしもそうならない)。そこで、時間

間隔の短い日中リターンを使って計算すれば、真のボラティリティの精度の高い推定量になる。さらに、Realized 
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Volatilityを用いて将来のボラティリティを予測すると、ARCH型モデルを用いた場合と比べて、将来のボラティリテ

ィの予測パフォーマンスが高いことが明らかになっている(渡部・佐々木(2007, p.1)、渡部(2008, p.1))”。 

 

RVはデータさえあれば複雑な計算を要せず簡単に計算できる一方、緩い過程のもとで一致性をもつ推定量である

ため近年実証分析における応用が広がりつつあるが、その推定の際には２つの問題が存在する。1つは、マーケット

マイクロストラクチャ・ノイズの存在である。この問題点について渡部(2010, p.1)は 

 

“もし資産価格にノイズがなければ、計算に用いる日中リターンの時間間隔を０ に近づけると Realized 

Volatilityは真のボラティリティに収束する。しかし、実際の資産価格はマイクロストラクチャ・ノイズを含むので、日

中リターンの時間間隔を０ に近づけると、Realized Volatilityはマイクロストラクチャ・ノイズばかりを拾ってしま

う。” 

 

と述べている。また、２つめとして挙げられるのは、取引外の時間帯のリターンの処理である。この点について渡部

(2009)は 

 

”東京証券取引所の取引時間は、9:00-11:00（前場）と 12:30-15:00 (後場）なので、前日の

15:00-9:00(夜間)と 11:00-12:30(昼休み) の間は１分毎の価格が得られない。夜間と昼休みは時間間

隔が長いので、それらのリターンをそのまま２乗して加えると、時間の離散化による誤差が無視できなくなる可能性

がある。” 

 

と述べている。RV を用いた推定には上記のような問題点があるので、何らかの対処が必要となる。本稿では、マイク

ロストラクチャ・ノイズの問題に対しては、後述する RK を用いる事や、R-GARCH モデルおよび R-SV モデルを用いるこ

とにより対応している。 

R-GARCH モデルと R-SV モデルは収益率とボラティリティを同時にモデル化しているが、RVによりボラティリティの精

度の良い推定値を得られる事から、これを真のボラティリティとみなして、RV を直接モデル化するというアプローチもあ

る。RVには長期記憶性がある事が知られており、この性質を考慮して、本稿では RV を長期記憶モデルである、

ARFIMAX モデルも推定した。実証分析において、全てのモデルにおいてレバレッジ効果が確認され、また ARFIMAZ

モデルの推定結果によると RVに長期記憶過程が存在していることも示唆された。予測においては、R-SV モデルの

パフォーマンスが一番優れており、ARFIMAX モデルは他の 2つのモデルに比べてパフォーマンスが劣っていることが分か

った。 

 

２． モデル 

 

 この章では、従来のボラティリティ変動モデルを述べた後、高頻度データを用いた推定量である RV を取り入れたモ

デルを解説する。先行研究では、RV を用いたモデルの方が用いないモデルよりも予測精度が高いことが示されている。

今回の論文では、RV を用いたモデルを中心に分析し、比較することにする。具体的には、R-GARCH、R-SV、

ARFIMAX モデルの 3つを分析する。 

 

2.1  GARCHモデル 
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ボラティリティの変動モデルは、大きく Engle (1982)が提唱した ARCH (Autoregressive Conditional 

Heteroskedasticity) モデルから派生した GARCH (Generalized ARCH) モデルと Taylor(1986)の SV 

(Stochastic Volatility) モデルがある。まずは、この 2つのモデルについて説明する。 

資産価格の対数値を 𝑝𝑡  とすると、リターン yt は 

 

 𝑦𝑡 = 𝑝𝑡 − 𝑝𝑡−1 (2.1) 

 

と定義される。このとき、GARCH(p,q)モデルは次のように定義される。 

 

 𝑦𝑡 = 𝜇 + 𝜀𝑡 (2.2) 

 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡𝑧𝑡, 𝜎𝑡 > 0, 𝑧𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑. (0 , 1) (2.3) 

 
𝜎𝑡

2 = 𝜔 + ∑𝛽𝑖𝜎𝑡−𝑖
2

𝑝

𝑖=1

+ ∑𝛾𝑗𝜀𝑡−𝑗
2

𝑞

𝑗=1

 

 
(2.4) 

𝜔 > 0,    𝛽𝑖,𝛾𝑗 ≥ 0 (𝑖 = 1,⋯ , 𝑝 ;  𝑗 = 1,⋯ , 𝑞) 
 

ここで、𝑧𝑡 を平均 0で分散 1の同一分布に従う誤差項とする。以下 𝜎𝑡
2 をボラティリティと呼ぶ。GARCH モデルは、

ボラティリティが過去のボラティリティと誤差項𝜀𝑡  の 2乗に依存している。ここで、パラメータ𝜔,𝛽𝑖 , 𝛾𝑗  に非負条件を課し

ているのは、このモデルにおいてボラティリティが時間を通じて正になる事を保証するためである。 

 GARCH モデルには重要な問題点が存在する。前章でも述べたように、ボラティリティには前期のリターンがマイナス

だった場合に、プラスだったときよりも今期のボラティリティの値が上昇するというレバレッジ効果が存在する。この

GARCH モデルは、このレバレッジ効果を説明できないため、様々な改良がなされてきた。そのようなモデルの例として、

Nelson (1991) の EGARCHや Glosten et al (1993) の GJRなどがある。EGARCH モデルにおいて 𝜎𝑡
2 は、次のよ

うに定式化される。 

 

 
𝑙𝑛𝜎𝑡

2 = 𝜔 + ∑𝛽𝑖[𝑙𝑛 𝜎𝑡−𝑖
2 − 𝜔] + 𝑔(𝑧𝑡−1) + ∑𝜓𝑗𝑔(𝑧𝑡−𝑗−1)

𝑞

𝑗=1

𝑝

𝑖=1

 

 
(2.5) 

𝑔(𝑧𝑡−𝑗−1) = 𝜃𝑧𝑡−𝑗−1 + 𝛾[|𝑧𝑡−𝑗−1| − 𝐸(|𝑧𝑡−𝑗−1|)] 

(𝑖 = 1,⋯ , 𝑝 ; 𝑗 = 0,⋯ , 𝑞) 
 

このモデルではボラティリティを対数化することによって、パラメータに非負制約を課す必要が無くなる。また、この式の

レバレッジ効果を表すパラメータは𝜃 である。例えば、𝑧𝑡−1 がマイナスのときに、𝜃𝑧𝑡−1 がプラスになったら、𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 が上

昇するため、レバレッジ効果が起こっていることを示すことが出来る。つまり、𝜃 < 0 であれば、レバレッジ効果が存在

するという事になる。 

 

2.2  Stochastic Volatility モデル 

 Stochastic Volatility (SV) モデルとは、確率的ボラティリティモデルの略称であり、次のように表される。 

 

 𝑦𝑡 = 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡𝑧𝑡 

𝑙𝑛𝜎𝑡
2 = 𝜔 + 𝜑𝑙𝑛𝜎𝑡−1

2 + 𝜂𝑡 

𝑧𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑.  (0,1)    𝜂𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑.  (0, 𝜎𝜂
2) 

𝑙𝑛𝜎1
2~𝑖. 𝑖. 𝑑. 𝑁 (

𝜔

1 − 𝜑
,

𝜎𝜂
2

1 − 𝜑2
) 

(2.6) 
(2.7) 
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このモデルでは、ボラティリティの対数値を AR(1)過程で表現する。ここでは、|𝜑| < 1を仮定し、初期値である 𝑙𝑛𝜎1
2 

は平均が𝜔 (1 − 𝜑)⁄  、分散が 𝜎𝜂
2 1 − 𝜑2⁄  の正規分布に従うとした。このモデルでは、𝐶𝑜𝑣(𝑧𝑡, 𝜂𝑡) = 𝜌𝜎𝜂  というよう

に 𝑧𝑡 (前期のリターンの誤差項)と 𝜂𝑡 (今期のボラティリティの誤差項) の相関に 𝜌 という定数を置くことによって、前期

のリターンが今期のボラティリティに与える影響を捉えることが出来る。このとき、レバレッジ効果というのは、前期のリタ

ーンが負であると、今期のボラティリティが上昇するものである。つまり、 𝜌 の値が負であれば、レバレッジ効果が生じて

いると言う事が出来る。また、|𝜑| < 1 であると、定常性を満たし、1に近ければ近いほど持続性が存在することが分

かる。 

 

2.3  Realized Volatility  

 RV というのは、1分、2分ごとといった細かい時間間隔で観測される金融資産の収益率の 2乗和として計算され

る。具体的には次のように定義される。第 𝑡 日の 𝑛 個の日中リターンのデータ {𝑟𝑡−1+1/𝑛, 𝑟𝑡−1+2/𝑛,⋯ , 𝑟𝑡}  があるも

のとする。このとき、それらを 2乗して足し合わせた 

 

 
𝑅𝑉𝑡 = ∑𝑟𝑡−1+𝑖/𝑛

2

𝑛

𝑡=1

 
(2.8) 

 

   

を第 𝑡 日の RV をいう。また、資産価格の対数値 𝑝(𝑠) が以下のような拡散過程:  

 

 𝑑𝑝(𝑠) = 𝜇(𝑠)𝑑𝑠 + 𝜎(𝑠)𝑑𝑊(𝑠) (2.9) 

 

に従っているとしよう。ここで、𝑊(𝑠) はウイナー過程であり、𝜇(𝑠) は瞬時的なドラフト、𝜎(𝑠) は瞬時的なボラティリティ

と呼ばれる。このとき、第 𝑡 日のボラティリティ、σt
2、を σ(s)

2の積分として次のように定義しよう。 

 

 
𝜎𝑡

2 = ∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−1

 
(2.10) 

 

これは瞬時的ボラティリティを積分したものなので、IV (Integrated Volatility) と呼ばれる。𝑅𝑉𝑡  は、𝑛 → ∞ の時、

IV に確率収束する。よって、𝑛 が十分に大きいと、𝑅𝑉𝑡 は真のボラティリティに対して精度の高い推定量になる。 

RVには大きく 2つの問題が存在する。1つはマーケット・マイクロストラクチャ・ノイズ（以下ではマイクロストラクチ

ャ・ノイズ）に起因する問題であり、もう 1つは、取引時間外のリターンの取り扱いである。前者のマイクロストラクチ

ャ・ノイズというのは、市場のミクロ構造に起因し派生する観測価格に含まれる真の価格(効率的価格)からの観測

誤差のことである。具体例としては、bid-ask bounceや非同時取引による効率的価格からの乖離があげられる。

bid-ask bounceは、取引が売値や買値で成立するために真の取引価格から離れてしまい、負の自己相関が生じ

てしまうものである。また、非同時取引では多くの銘柄に関する情報を受け取ったときに取引頻度の高い銘柄の価

格から反応して、それから順番に次に取引の高い銘柄の価格が反応することで、それらの平均価格のリターンに自

己相関が発生してしまう事が問題になる。マイクロストラクチャ・ノイズが存在すると RVは真のボラティリティに確率収

束しない。現在観測される対数価格を �̂�(𝑠) 、真の対数価格を 𝑝(𝑠) とし、マイクロストラクチャ・ノイズを 𝜏(𝑠) とする。

これらの関係は以下のようであると仮定しよう。 

 

 �̂�(𝑠) =  𝑝(𝑠) +  𝜏(𝑠),   
𝜏(𝑠)~𝑊𝑁(0, 𝜎𝜏

2) 
(2.11) 
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このとき、先ほどの式を 𝑡 − ∆ から 𝑡 までのリターンに直し、分散を計算すると次のようになる。 

 

 𝑉𝑎𝑟(�̂�(𝑡) − �̂�(𝑡 − ∆) = 𝑉𝑎𝑟(𝑝(𝑡) − 𝑝(𝑡 − ∆)) + 𝑉𝑎𝑟(𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑡 − ∆)) (2.12) 

 

ここで、右辺第 1項は、時間間隔 ∆ を小さくすると 0に近づいていくが、それに対して、右辺第 2項は、∆ に依存せ

ず、一定の値 2𝜎𝜏
2 になることが分かる。したがって、∆ が小さくなるにつれて、真のボラティリティに比べてマイクロストラ

クチャ・ノイズの分散が大きくなってしまう。つまり、時間間隔を短くすると、真のボラティリティに収束しやすい反面、マイ

クロストラクチャ・ノイズの影響を大きく受けてしまう。先行論文では、この問題を解決するために適切な時間間隔を

用いることが提案されており、それらによると、おおむね 5分間隔のリターンを用いるとマイクロストラクチャノイズの影響

を十分に軽減できる事が示されている。本稿では、それにしたがって 5分ごとのリターンを用いることにする。その他の

対処法として、Barndorff-Nielsenn, Hansen, Lunde, and Shephard (2008, p.2~3) はマイクロストラクチャ・ノ

イズが存在する場合でも IVの一致推定量である RK を提案した。これは第 4章に詳しく説明することにする。 

もう 1つの取引時間外のリターンの取り扱いというのは、夜間や昼休みなどで取引が行われていないときのリターン

は短い時間間隔のリターンを計算することが出来ない事に起因する問題である。この結果、時間間隔が長くなってし

まい、RVの離散化誤差が大きくなる可能性がある。そこで、Hansen and Lunde (2005, p.525~554) は、次のよ

うに夜間と昼休みを除いて計算した RV, 𝑅�̂� ,に定数 c を掛ける方法を提案している。 

 

 
𝑅𝑉𝑡 = 𝑐𝑅�̂�𝑡, 𝑐 =

∑ (𝑅𝑡 − �̅�)2𝑇
𝑡=1

∑ 𝑅�̂�𝑡
𝑇
𝑡=1

 
(2.13) 

 

定数 𝑐 は日次リターンの標本分散と𝑅�̂�の標本平均の比を掛けている。この方法を用いると、RVの標本平均と日

時リターンの標本分散が等しくなる。しかし、今回の分析ではこの取引時間外の考慮をしていないため、誤差が存在

する可能性が高い。 

 

2.4  Realized GARCHモデル 

 RVは説明変数としても様々なモデルに応用されている。ここでは GARCH モデルに RVを取り入れた Realized 

GARCH モデルについて説明する。 Hansen, Huang, Shek (2011) を参考にすると、Realized GARCH (𝑝, 𝑞)モデ

ルは次のように定義される。 

 

 𝑦𝑡 = 𝜇 + 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡𝑧𝑡 

𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 = 𝜔 + ∑𝛽𝑖 𝑙𝑛 𝜎𝑡−𝑖

2 + ∑𝛾𝑗 𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡−𝑗

𝑞

𝑗=1

𝑝

𝑖=1

 

𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡 =𝜉 + 𝜑 𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 + 𝜏(𝑧𝑡) + 𝑢𝑡 

𝜏(𝑧𝑡) = 𝜏1𝑧𝑡 + 𝜏2(𝑧𝑡
2 − 1)   

   𝑢𝑡  ~ 𝑖. 𝑖. 𝑑.    𝐸(𝑢𝑡) = 0,  𝑉𝑎𝑟(𝑢𝑡) = 𝜎𝑢
2 

 
(2.14) 

 
(2.15) 
(2.16) 

 

 

GARCH モデルと比較すると、ボラティリティが対数化されていて、誤差項 𝜀𝑡  の 2乗の代わりに対数化された RVが用

いられている。それに加えて、RV を同期のボラティリティで説明している式がある。また、τ(𝑧𝑡) は、レバレッジ関数と呼

ばれ、レバレッジ効果を表すパラメータを示している。例として、R-GARCH(1,1)は、 
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 𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 = 𝜔 + 𝛽𝑙𝑛𝜎𝑡−1

2 + 𝛾𝑙𝑛𝑅𝑉𝑡−1 

𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡 =𝜉 + 𝜑 𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 + 𝜏1𝑧𝑡 + 𝜏2(𝑧𝑡

2 − 1)  + 𝑢𝑡 

(2.17) 
(2.18) 

 

のように定義される。このとき、𝑧𝑡−1が負で、なおかつ 𝜏1 < 0, 𝛾 > 0 、のときに、t期のボラティリティがより上昇するた

め、レバレッジ効果を表現することが可能になる。また、𝜑 = 1 のとき、𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡  と 𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 は比例していて、𝜉 は先ほど述

べた RV におけるマイクロストラクチャ・ノイズの影響を捉えている。つまり、RV がボラティリティの不偏推定量であるには、

𝜑 = 1 かつ 𝜉 = 0 のときである。Hansen(2011, p.877~906)によると、𝜑 の推定値は 1に近くなっている。 

 

2.5  Realized SVモデル 

 次に SV モデルに RV を取り入れた Realized SV モデルを説明する。Realized SV モデルは従来の SV モデルに RV

の式を加えたモデルである。 

 

 𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡 =𝜉 + 𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 + 𝑢𝑡 

𝑢𝑡  ~ 𝑖. 𝑖. 𝑑.    𝐸(𝑢𝑡) = 0,  𝑉𝑎𝑟(𝑢𝑡) = 𝜎𝑢
2 

(2.19) 

 
 

この式は、大森、渡部 (2013, p.288) を参考にしたものであり、(2.18)式において、𝜑 = 1 、 021  、としたも

の等しい。この式は、今期のボラティリティの対数値が、今期の RVの対数値を説明しているものであり、R-GARCH モ

デルと同じように、𝜉 はマイクロストラクチャ・ノイズを説明している定数項である。また、誤差項 𝑢𝑡  と z𝑡 , 𝜂𝑡  には相関

がないと仮定している。大森、渡部 (2013, p.274) は、このモデルがこれまでの SV モデルよりもボラティリティの予測

精度が高いことを示した。 

 

2.6 ARFIMAXモデル 

ある時系列過程における 𝑘 次の自己相関係数を 𝜌(𝑘) としよう。この時、 

 
 

∑ |𝜌(𝑘)|

∞

𝑘=1

<∞ 

(2.20) 

   

を満たしているとき、この過程は短期記憶過程に従うといわれる。それに対し、 

 
 

∑ |𝜌(𝑘)|

∞

𝑘=1

=∞ 

(2.21) 

   

で表される過程は長期記憶過程と呼ばれる。長期記憶過程と短期記憶過程をそれぞれグラフで表すと以下のよう

になる。 

長期記憶過程では自己相関係数が幾何級数的に減衰していき、短期記憶過程では指数関数的に減衰して

いく。すなわち、長期記憶過程では自己相関係数の減衰スピードが極めて遅いため、自己相関係数の無限和があ

る一定の値に収束せず発散するということを示している。それに対し短期記憶過程では、減衰スピードが非常に速い

ため、ある一定の値に収束する。 
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図 2-1. 長期記憶過程                                 図 2-2. 短期記憶過程 

 

GARCHモデルやSVモデルでは、パラメータが定常性を満たす限りボラティリティは短期記憶過程に従うが、実際の

データにおいては、リターンの2乗の自己相関の減衰スピードは比較的遅いことから、ボラティリティは長期記憶過程に

従うと考えられる。そこで、長期記憶過程のモデルとしてARFIMAXモデルを用いることにする。前述のR-GARCHモデル

やR-SVモデルでは、リターンとボラティリティをモデル化しているのに対し、ARFIMAXモデルではRVの対数値をモデル化

している。つまり、このモデルはRVの変動を分析するためのものである。 

ARFIMAX (0, 𝑑, 1) モデルは以下のように表される。 

 
 (1 − 𝐿)𝑑{𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡 − 𝜇0 − 𝜇1|𝑅𝑡−1| − 𝜇2𝐷𝑡−1

− |𝑅𝑡−1|} = (1 + 𝜃𝐿)𝑢𝑡 
𝑢𝑡  ~ 𝑖. 𝑖. 𝑑.   𝑁(0, 𝜎𝑢

2) 

𝐷𝑡−1
− = {

1   𝑅𝑡−1 < 0

0   𝑅𝑡−1 ≥ 0
   

(2.22) 

 

𝐿 はラグオペレータであり、AR (∞) の影響を考えることが出来る。また、𝐷𝑡−1
−   は前期のリターンがマイナスなら1、プラ

スなら0を示すダミー変数である。このダミー変数を用いることにより、RVのレバレッジ効果を表すことが出来る。前期の

リターンがマイナスなら、以下のような式に変形することが出来る。 

 
 𝑙𝑛𝑅𝑉𝑡 = 𝜇0 + (𝜇1 + 𝜇2)|𝑅𝑡−1| + (1 − 𝐿)−𝑑(1 + 𝜃𝐿)𝑢𝑡 (2.23) 

 

レバレッジ効果の場合、RVの値は大きくなっていなければいけないため、𝜇2  が正でなければいけない。つまり、𝜇2  が

正のときに、レバレッジ効果を確認することが出来る。また、パラメータ𝑑 に関しては、次の表2-1を見てもらうと分かり

やすい。 

表 2-1. パラメータ 𝑑 の説明 

 𝑑 = 0 0 < 𝑑 < 0.5 0.5 ≤ 𝑑 < 1 𝑑 = 1 

分散 有限（定常） 無限（非定常） 

自己相関の和 短期記憶 長期記憶 単位根 

 

𝒌 

 

∑|𝝆(𝒌)|

∞

𝒌=𝟏

 ∑|𝝆(𝒌)|

∞

𝒌=𝟏

 

𝒌 
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この表から見て分かるように、𝑑 = 0 の場合は短期記憶過程で定常になり、𝑑 = 1 の場合は単位根で非定常にな

る。また、0 < 𝑑 < 1  の場合には長期記憶過程に従っており、𝑑 < 0.5 のときは定常、0.5 ≤ 𝑑 のときは非定常であ

る。 

 これまで、様々なボラティリティ変動モデルを説明してきた。第 1章でボラティリティや RVの性質を述べたが、これら

の特徴を 1つのモデルで表現することは難しい。表 2-2には各モデルの特徴がまとめられている。この表から、今回分

析するモデルを選択する際に大きく 2つの点を考えた。1つは長期記憶過程であり、それが観測できるのは

ARFIMAX モデルしか存在しない。渡部、佐々木 (2006, p.39) は、RVが長期記憶過程に従っていると述べている

ので、その変動を確かめるためには ARFIMAX モデルを取り入れるのは当然であろう。しかし、ARFIMAXは他のモデル

とは異なり、RVの変動を捉えるモデルなので、今回予測するボラティリティと少し違いが生じるかもしれない。しかし、

RVがボラティリティの精度の良い推定量であるならば、ARFIMAX モデルも他のモデルと同様、ボラティリティの予測に

役立つだろう。今回の予測評価の際にも真のボラティリティの代理変数として RVを用いている。もう 1つは、RVに存

在するマイクロストラクチャ・ノイズの影響であり、それが観測出来るのは、R-GARCH モデルと R-SV モデルである。そ

のため、RV と RK を比較する際にこのポイントは必要不可欠なので、これら 2つのモデルを選ぶのは妥当である。 

 

表 2-2. 各モデルの特徴 

モデル 持続性 定常性 レバレッジ 

効果 

マイクロストラクチャ 

・ノイズの影響 
短期 長期 

GARCH ○ × ○ × × 
EGARCH ○ × ○ ○ × 

SV ○ × ○ ○ × 
R-GARCH ○ × ○ ○ ○ 

R-SV ○ × ○ ○ ○ 
ARFIMAX ○ ○ ○ ○ × 

 
 

３． 推定方法 

 

 ここまで、ボラティリティ変動を捉えるモデルの候補を挙げてきたが、この章では、これらのモデルのパラメータの推定

方法を述べていく。R-GARCHモデルや ARFIMAX モデルは、基本的には疑似最尤法 (QMLE) を用いて推定する。

R-SV モデルに関しては、疑似最尤法以外にも一般化モーメント法 (GMM) やマルコフ連鎖モンテカルロ法 (MCMC) 

など様々な推定方法が存在するが本稿では、疑似最尤法によって推定を行う。 

 

3.1  R-GARCHモデルの推定 

ここで再び R-GARCH モデルを再褐すると、以下のようになる。 

 

 𝑦𝑡 = 𝜀𝑡 (3.1) (3.1) 

 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡𝑧𝑡, 𝜎𝑡 > 0, 𝑧𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑. (0 , 1) (3.2)  

 
𝑙𝑛 𝜎𝑡

2 = 𝜔 + ∑𝛽𝑖 𝑙𝑛 𝜎𝑡−𝑖
2 + ∑𝛾𝑗 𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡−𝑗

𝑞

𝑗=1

𝑝

𝑖=1

 

 
(3.3) 

 𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡 =𝜉 + 𝜑 𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 + 𝜏1𝑧𝑡 + 𝜏2(𝑧𝑡

2 − 1)  + 𝑢𝑡 
  𝑢𝑡  ~ 𝑖. 𝑖. 𝑑. (0 ,  𝜎𝑢

2) 

(3.4) 
(3.5) 



9 

 

このモデルで推定するパラメータは、𝜃 = (𝜔, 𝛽𝑖 , 𝛾𝑗 , 𝜉, 𝜑, 𝜏1, 𝜏2 𝜎𝑢
2) である。このとき、疑似最尤法では、(3.2) ,(3.5) 

の誤差項は以下の (3.6) の正規分布に従っていると仮定して推定を行う。 

 

 𝑧𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑. 𝑁(0 , 1), 𝑢𝑡  ~ 𝑖. 𝑖. 𝑑. 𝑁(0 ,  𝜎𝑢
2) (3.6) 

 

上記のように仮定するが、実際の分布が異なっていても疑似最尤推定によって一致推定できることが知られている。 

(疑似)尤度関数は次のような 2つの尤度式を掛け合わせたモデルになる。 

 

 
𝐿 = ∏[𝑙1(𝑦𝑡|𝑅𝑉1,⋯ , 𝑅𝑉𝑡−1)

𝑇

𝑡=1

× 𝑙2(𝑅𝑉𝑡|𝑅𝑉1,⋯ , 𝑅𝑉𝑡−1, 𝑦𝑡)] 

𝑙1(𝑦𝑡|𝑅𝑉1,⋯ , 𝑅𝑉𝑡−1) =
1

√2𝜋𝜎𝑡
2
𝑒𝑥𝑝(

𝑦𝑡
2

2𝜎𝑡
2) 

𝑙2(𝑅𝑉𝑡|𝑅𝑉1,⋯ , 𝑅𝑉𝑡−1, 𝑦𝑡) =
1

√2𝜋𝜎𝑢
2
𝑒𝑥𝑝(

𝑢𝑡
2

2𝜎𝑢
2
) 

(3.7) 
 
(3.8) 
 
(3.9) 
 

 

次のように推定を行う。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

このような方法で R-GARCHモデルのパラメータを推定することが出来る。 

 

3.2  R-SVモデルの推定 

 ここでも、分かりやすくするため R-SV モデルを再褐する。 

 

 𝑦𝑡 = 𝜀𝑡 = 𝜎𝑡𝑧𝑡 

𝑙𝑛𝜎𝑡
2 = 𝜔 + 𝜑𝑙𝑛𝜎𝑡−1

2 + 𝜂𝑡 

𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡 =𝜉 + 𝑙𝑛 𝜎𝑡
2 + 𝑢𝑡 

 𝑧𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑.  (0,1)    𝜂𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑.  (0, 𝜎𝜂
2)  𝑢𝑡 ~ 𝑖. 𝑖. 𝑑. (0, 𝜎𝑢

2) 

𝑙𝑛𝜎1
2~𝑖. 𝑖. 𝑑.  𝑁 (

𝜔

1 − 𝜑
,

𝜎𝜂
2

1 − 𝜑2
) 

(3.10) 
(3.11) 
(3.12) 
(3.13) 

R-GARCH モデルの疑似最尤推定 

パラメータ 𝜃 を𝜃1 = (𝜔, 𝛽𝑖 , 𝛾𝑗), 𝜃2 = (𝜉, 𝜑, 𝜏1, 𝜏2 𝜎𝑢
2) と分解する。 

① 𝑦𝑡  と𝜎0
2, 𝑅𝑉0 が与えられる。 

→ 𝑙1  ((3.8)式に(3.3)式を代入)  を疑似最尤法により、パラメータ 𝜃1 = (𝜔, 𝛽𝑖 , 𝛾𝑗) を推定する。 

② 推定したパラメータ 𝜃1 = (𝜔, 𝛽𝑖 , 𝛾𝑗) を用いて、𝜎t
2 を求める。 

③ 求めた 𝜎𝑡
2 を用いて、 𝑧𝑡 = 𝑦𝑡 𝜎𝑡⁄  を計算する。 

④ 𝑦𝑡  と𝜎𝑡
2, 𝑅𝑉𝑡 , 𝑧𝑡  が与えられる。 

→ 𝑙2 ((3.9)式) を疑似最尤法により、パラメータ 𝜃2 = (𝜉, 𝜑, 𝜏1, 𝜏2 𝜎𝑢
2) を推定する。 



10 

 

 

疑似最尤法の場合、(3.9) の 3つの誤差項が正規分布であると仮定され、次のようになる。 

 

 

(

𝑧𝑡

𝜂𝑡

𝑢𝑡

)~𝑖. 𝑖. 𝑑. 𝑁 (

1 𝜌𝜎𝜂 0

𝜌𝜎𝜂 𝜎𝜂
2 0

0 0 𝜎𝑢
2

) 

(3.14) 

 

先ほど述べたように、(3.10) からこの式はレバレッジ効果を含めた、R-SV モデルになっている。そして、尤度関数は次

のような式になる。 

 

 
𝐿(𝜃) = ∫ ⋯∫ [∏𝑓(𝜀𝑡|𝜎𝑡

2)

𝑇

𝑡=1

] 𝑓(𝜎1
2|𝜃) [∏𝑓(𝜎𝑡

2|𝜎𝑡−1
2 ; 𝜃)

𝑇

𝑡=1

] 𝑑𝜎1
2 ⋯𝑑𝜎𝑇

2
∞

0

∞

0

 

𝑓(𝜀𝑡|𝜎𝑡
2) =

1

√2𝜋𝜎𝑡
2
𝑒𝑥𝑝 (−

𝜀𝑡
2

2𝜎𝑡
2) 

𝑓(𝜎𝑡
2|𝜎𝑡−1

2 ; 𝜃) =
1

√2𝜋𝜎𝜂
2𝜎𝑡

2

𝑒𝑥𝑝(−
(𝑙𝑛𝜎𝑡

2 − 𝜔 − 𝜑𝑙𝑛𝜎𝑡−1
2 )2

2𝜎𝜂
2

) 

𝑓(𝜎1
2|𝜃) =

1

√2𝜋𝜎𝜂
2/(1 − 𝜑2)𝜎1

2

𝑒𝑥𝑝 (−
(𝑙𝑛𝜎1

2 − 𝜔 1 − 𝜑⁄ )2

2𝜎𝜂
2/(1 − 𝜑2)

) 

 

(3.15) 
 
(3.16) 
 
 
(3.17) 
 
 
(3.18) 
 

 

この尤度関数は解析的に解くことが不可能なので、様々な推定手法1が考えられた。今回は疑似最尤法を用いる

ことにする。この場合の R-SVモデルの推定方法は次のような手法で説明される。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

カルマンフィルタや平滑化などの R-SVの詳しい推定方法の説明は補論 Aで述べることにする。この方法のメリット

は、MCMC等の推定法と比べ、推定時間が短いことである。デメリットとしては、推定値の効率性が低いことがあげら

れる。というのも、疑似最尤法において、𝑧𝑡 は標準正規分布に従っているが、実際は正規分布よりも裾が厚いことが

知られており、正規分布よりも裾の厚い分布を仮定し推定する方が効率的と考えられるが、疑似最尤法の 

(3.16)~(3.18) の尤度関数は誤差項が正規分布でないと積分を含むため計算するのが難しい。本稿では推定効

率の低下が想定されるものの、より簡便な方法である疑似最尤推定法を用いる。 

                                                 
1
 R-SVモデルの MCMCに関しては、大森・渡部(2013)を参照のこと 

R-SV モデルの疑似最尤推定 

① (3.10)、(3.11) 式を状態空間モデルに変換する。 

② カルマンフィルタを用いて、パラメータ  (𝜔, 𝜑, 𝜎𝜂
2) を推定する。 

③ 平滑化を用いて、𝜎𝑡
2 を計算する。 

④ 𝜎𝑡
2 と RVが与えられる。 

   → u𝑡  の尤度関数から、最尤法によりパラメータ (𝜉, 𝜎𝑢
2) を推定する。 
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3.3 ARFIMNAXモデルの推定 

ARFIMAXモデルの推定は、渡部、佐々木 (2006, p.51) を参考にした。基本的には疑似最尤法を用いて推定

する。 

 
 (1 − 𝐿)𝑑{𝑙𝑛(𝑅𝑉𝑡) − 𝜇0 − 𝜇1|𝑅𝑡−1| − 𝜇2𝐷𝑡−1

− |𝑅𝑡−1|} = (1 + 𝜃𝐿)𝑢𝑡 (3.19) 

 

の両辺に(1 + 𝜃𝐿)−1をかけると、 

          
 (1 + 𝜃𝐿)−1(1 − 𝐿)𝑑{𝑙𝑛(𝑅𝑉𝑡) − 𝜇0 − 𝜇1|𝑅𝑡−1| − 𝜇2𝐷𝑡−1

− |𝑅𝑡−1|} = 𝑢𝑡 (3.20) 

        
 

のように次数無限大のAR model となる。 

このままでは推定できないので、左辺に漸化式を用いると、 

 
 (1 − 𝐿)𝑑 = 1 − ∑ Φ𝑗𝐿

𝑗∞
𝑗=1                         

 

Φ1 = 𝑑 + 𝜃,  Φ𝑗 = 𝛼𝑗 − 𝜃Φ𝑗−1,   

𝛼1 = 𝑑 , 𝛼𝑗 =
𝑗 − 𝑑 − 1

𝑗
𝛼𝑗−1   (𝑗 ≧ 2) 

(3.21) 

 
 

と表すことができる。この証明については補論にて行うものとする。ここで、 

 

∀𝑡 ∈ 𝑍, ∀𝑡 ≤ 0 , 𝐸 [{𝑙𝑛(𝑅𝑉𝑡) − 𝜇0 − 𝜇1|𝑅𝑡−1| − 𝜇2𝐷𝑡−1
− |𝑅𝑡−1|}] = 0 

 

と仮定すると、(A)(B)式を合わせることで、(𝑢1 , 𝑢2 , … , 𝑢𝑇)を計算することができる。ここで、(𝑢1 , 𝑢2 , … , 𝑢𝑇)は、

𝑢𝑡  ~ 𝑖. 𝑖. 𝑑.   𝑁(0, 𝜎𝑢
2) であることから、次のように対数尤度を求めることができる。 

 

 
𝑙𝑛𝐿 =－

𝑇

2
𝑙𝑛(2𝜋𝜎𝑢

2)－
1

2𝜎𝑢
2 ∑𝑢𝑡

2

𝑇

𝑡=1

 
(3.22) 

 

右辺において、𝑚𝑖𝑛 (∑ 𝑢𝑡
2𝑇

𝑡=1 )となるような、未知パラメータ (𝑑 , 𝜇0 , 𝜇1 , 𝜇2 , 𝜃) を最尤法により求め、それを用いて

(𝑢1 , 𝑢2 , … , 𝑢𝑇)を計算し、 

 
 

𝜎𝑢
2 =

1

𝑇
∑𝑢𝑡

2

𝑇

𝑡=1

 

(3.23) 

 

このように標本分散としてσu
2 を推定することができる 

 

４． 分析結果 

 

これまで、高頻度データである RV を取り入れた 3つのボラティリティ変動モデルの説明と疑似最尤法の推定方法

について述べてきたが、この章では、実際にデータを用いて分析した結果を述べていく。具体的な分析の流れとしては、
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以下の表 4-1に書いてある。まず、各株価指数のリターン、RV、RKなどの分析を行い、その後、3つのモデルのパラ

メータを推定する。そして、その推定パラメータを用いて、ボラティリティ予測を行う。 

 

4.1  データ 

本稿ではオックスフォード大学の Oxford-Man Institute of Quantitative Financeの Realized Library 

(http://realized.oxford-man.ox.ac.uk/) のデータを使用した。本稿では世界各国の株価指数を分析対象と

した。具体的な 14つの株価指数に関しては、表 4-2に載せている。リーマンショックが起こる以前である 2000年 1

月 3日～2006年 12月 29日までのリターンと RV、RKのデータを用いた。また、RV と RKはマイクロストラクチャ・ノ

イズの影響を考慮して 5分おきのデータを用いた。RK というのは、第 2章で説明した RVに存在するマイクロストラク

チャ・ノイズによる影響を抑えるために変換したものであり、次のように計算される。 

 

 
𝑅𝐾 = 𝛾0 + ∑ 𝑘(𝑥)(𝛾ℎ + 𝛾−ℎ)

𝐻

ℎ=1

 

(4.1) 

 

𝛾0 は、RVの値、𝛾ℎ = ∑ 𝑟𝑡−1+𝑖/𝑛𝑟𝑡−1+1(𝑖−ℎ)/𝑛
𝑛
𝑖=1  であり、𝑘(𝑥) の定義域は [0,1] である。そして、そのデータから、

R-GARCH、R-SV、ARFIMAXモデルの各パラメータを推定し、ボラティリティの予測を行った。図 4-1、4-2は、各国株

価指数のリターンと RV、RKが時系列プロットされている。そして、各国株価指数のリターンと RV とその対数値の平

均、標準偏差、歪度、尖度、10 次までの Ljung-Box 統計量2が表 4-3 に書かれている。Ljung-Box 統計量とは、

1次から求めたいラグまでの自己相関が全て 0かどうかを調べるために使われる統計量であり、全ての自己相関が 0

であることを帰無仮説として検定している。表 4-3から、RV、RKの Ljung-Box統計量は、有意水準 1%で棄却さ

れているので、10次までの自己相関が存在していることが分かる。また、尖度に関しては、正規分布の尖度は 3で

あることが分かっている。しかし、全ての株価指数のリターンの尖度が 3を超えているため、正規分布よりも裾が厚い

ことが分かる。歪度に関しても、0から乖離しているため、ある程度の分布の非対称性が生じていることが分かる。 

 

4.2  パラメータの分析結果 

 次に疑似最尤法によって各モデルのパラメータを推定した。表 4-4は、R-GARCH モデルの推定パラメータ値、表

4-5には R-SV モデルの推定パラメータ値、表 4-6には ARFIMAXの推定パラメータ値が各々書かれている。まず、R-

GARCHに関してだが、次数の 𝑝, 𝑞 の決定においては、𝑝 = 1~2, 𝑞 = 1~2 の全 4種類の組み合わせに対して

AIC) を用いて決定した。R-GARCHの次数はほとんどのケースにおいて GARCH(1,2)が選ばれ、R-GARCH(2,1)、R-

GARCH(1,1)、R-GARCH(2,2)の順で多かった。次にパラメータに関してであるが、表の 4-4からすべてのケースで 𝜏1 

がマイナスで 𝛾 がプラスであり、レバレッジ効果が存在することがわかった。また、RV と RKのそれぞれの場合において𝜉 

の値を比較してみると、14の指標のうち 10の指標が RVより RKの 𝜉 の方が 0に近づいているため、マイクロストラク

チャ・ノイズの影響を RKが抑えていることが分かる。 𝜉 の値にマイナスが多い理由としては、取引外の時間を考慮し 

いないために、1日のボラティリティを過小評価していることが考えられる。持続性に関しては、R-GARCH (1,1) 

を例に出すと、(2.19) 式に (2.18) 式を代入すると 

 𝑙𝑛𝜎𝑡
2 = 𝜔 + 𝛽 𝑙𝑛 𝜎𝑡−1

2 + 𝛾(𝜉 + 𝜑 𝑙𝑛 𝜎𝑡−1
2 + 𝜏1𝑧𝑡−1 + 𝜏2(𝑧𝑡−1

2 − 1)  + 𝑢𝑡−1) 
    = 𝜔 + 𝛾𝜉 + (𝛽 + 𝛾𝜑) 𝑙𝑛 𝜎𝑡−1

2 + 𝛾(𝜏1𝑧𝑡−1 + 𝜏2(𝑧𝑡−1
2 − 1) + 𝑢𝑡−1) 

(4.2) 
(4.3) 

                                                 
2
 詳しくは沖本 (2010, p.13)を参照 

http://realized.oxford-man.ox.ac.uk/
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表 4-1. The step of analysis 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

表 4-2. The analyzed index
3
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
3
 Yahoo! Finance (http://finance.yahoo.co.jp/l)より引用 

世界各国の株価指数 

リターン, RV, RK 

 logRV, logRK 

𝜔  𝛽  𝛾  𝜉  𝜑  𝜏1 𝜏2 𝜎𝑢
2 

R-GARCH 

𝜔 𝜉 𝜑  𝜌  𝜎𝜂
2 𝜎𝑢

2 

R-SV 

𝑑  𝜇0  𝜇1  𝜇2  𝜃 𝜎𝑢
2 

ARFIMAX 

損失関数 

MSE, QLIKE 

による予測力検証 

http://finance.yahoo.co.jp/l
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図 4-1. 日次リターン 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 4-2. RV と RK 
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LB統計量の有意水準は 𝑝 値において、*…0.05、**…0.01、***…0.0001で棄却される。 

表 4-3. RVの基本データ 
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表 4-4. R-GARCH モデルの推定結果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

表 4-5. R-SV モデルの推定結果 
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という式になるが、このときの 𝛽 + 𝛾𝜑 がボラティリティの持続性を表している。つまり、|𝛽 + 𝛾𝜑| < 1 のときにボラティリ

ティは定常性を満たしている。そこで、実際のデータを代入してみると、ほとんどの指標はこの値が 1以下であるが、1

に近いために、定常であるが持続性があることが分かる。 

次に R-SVの推定結果を見る。最初の 4つ（𝜔,𝜑, 𝜎𝜂
2, 𝜌）のパラメータは、データはリターンのみ所与であったため

に、RV と RKで推定値の違いは現れない。全てのケースで 𝜑 の値は 0.9 を超えており高い持続性があることを示し

ている。また、全てのケースで  𝜌 の値はマイナスになっているため、R-GARCH モデルと同じく、レバレッジ効果が存在す

ることが分かった。残りの 2つの推定パラメータのうち、𝜉 に注目すると、半分のケースで RKによって、マイクロストラク

チャ・ノイズの影響を抑えることが分かった。しかし、これは R-GARCHの結果と比べると、RKがマイクロストラクチャ・ノ

イズを減少させたとは言い切れないだろう。平均を見てみると、RK の 𝜉 の値の方が RV よりも 0 から乖離しているため、

当初の前提よりも思わしくない結果であった。また、これも R-GARCH の結果と同じであるが、𝜉 の値がマイナスなのは、

取引外の時間を考慮していないために過小評価している。最後に ARFIMAX モデルの推定パラメータについて述べる。

ARFIMAXの推定パラメータは表 4-6にある。まず、𝜇2 の値をみてみると、HSIの RK以外は正の値であり、レバレッジ

効果が生じていることが分かった。またパラメータ 𝑑 に関しては 9つのケースにおいて 0.5 < 𝑑 < 1 に存在しているた

め、それらの RVは非定常な長期記憶過程であることが分かった。 

 

表 4-6. ARFIMAX モデルの推定結果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

4.3  ボラティリティの予測 

 最後に各指標のボラティリティの予測を R-GARCH と R-SV、ARFIMAXの 3つのモデルに加えて、そのモデルでの RV

と RKの計 6つで行う。まず、各モデルの予測なのだが、R-GARCHに関しては、パラメータの値と 𝑡 − 1期までのデー
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タが存在すれば、t期の予測値は求めることが出来る。2つ目に R-SV モデルに関しては、大森、渡部 (2013) を参

考にすると、1期先の予測の 𝑙𝑛𝜎𝑡+1
2  の分布の平均 �̂�𝑡+1 と分散 �̂�𝑡+1

2  は次のように与えられる。 

 

 
�̂�𝑡+1 = 𝜔 + 𝜑𝑙𝑛𝜎𝑡

2 + 𝜌𝜎𝜂|𝑦𝑡| 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑙𝑛𝜎𝑡

2

2
) 

�̂�𝑡+1
2 = 𝜎𝜂

2(1 − 𝜌2) 

(4.4) 
 
(4.5) 

 

そして、ボラティリティにするために、𝑒𝑥𝑝(𝑙𝑛𝜎𝑡+1
2 ) に変換することで、1期先のボラティリティを予測することが出来る。 

 最後に ARFIMAXのモデルの 1期先予測は、渡部、佐々木 (2006, p.57) に従うと、誤差項 𝑢𝑡  の分布を仮定す

る必要がある。今回は、𝑢𝑡  を正規分布に仮定して推定しているので、予測の際も正規分布として仮定する。そうす

ると、𝑅�̂�𝑡+1|𝑡 は次のような式になる。 

 

 𝑅�̂�𝑡+1|𝑡 

= 𝑒𝑥𝑝

[
 
 
 
 𝜇0 + (𝜇1 + 𝜇2𝐷𝑡

−)|𝑦𝑡| − ∑
𝑑(𝑑 − 1)⋯ (𝑑 − 𝑘 − 1)

𝑘
(−1)𝑘

𝑡

𝑘=1

{𝑙𝑛 𝑅𝑉𝑡−𝑘 −𝜇0 − (𝜇1 + 𝜇2𝐷𝑡−𝑘
− )|𝑦𝑡−𝑘|} + 𝜃�̂�𝑡 +

1

2
�̂�𝑢

2
]
 
 
 
 

 

 

 
 
(4.6) 
 

 

ここで、�̂�𝑡  は ARFIMAXモデルの誤差項 𝑢𝑡  の残差、�̂�𝑢
2 は残差分散を表す。 

また、各モデルによって予測されたボラティリティを評価するために、次の 2つの損失関数を定義する。 

 

 
𝑀𝑆𝐸 =

1

𝑇
∑(𝜎𝑡+1

2  − �̂�𝑡+1|𝑡
2  )

2
𝑇

𝑡=1

 

𝑄𝐿𝐼𝐾𝐸 =
1

𝑇
∑𝑙𝑜𝑔 �̂�𝑡+1|𝑡

2  +
𝜎𝑡+1

2  

�̂�𝑡+1|𝑡
2  

𝑇

𝑡=1

 

 
(4.7) 
 
 
(4.8) 

 

𝜎𝑡+1
2  は、𝑡 + 1 期の真のボラティリティの値であり、�̂�𝑡+1|𝑡

2  は 𝑡 期の情報を用いて予測するボラティリティの予測値であ

る。ところが、𝑡 + 1 期の真のボラティリティの値というのは、観察されないため、従来ではリターンの 2乗を代理変数と

して用いてきた。しかし、RVが登場してきたことで、リターンの 2乗の代わりに RV を用いる先行論文が増えてきた。

本稿でもこれに従って、真のボラティリティの値は 𝑡 + 1 期の RVの値を使う。Patton (2011, p.246) によると真のボ

ラティリティの代理変数として真のボラティリティの不偏推定量を用いた場合、上記の (4.4) と (4.5) 式の期待損失

の大きさの順番は、真のボラティリティと代理変数どちらを用いても変わらない。この結果は推定効率とは関係ないの

で、5分間隔の収益率により計算した RVはマイクロストラクチャノイズの影響がそれほどなく、真のボラティリティの不

偏推定量に近いため代理変数として RV を用いることが正当化される。この 2つの損失関数が小さいモデルが予測

精度の高いモデルとして評価される。 

本稿では、先ほどの予測式を用いた 20期先における RV と各モデルのボラティリティの予測値を損失関数の大小

によって評価を行う。具体的には、各株価指数の標本数を 𝑇 とおく。そこで、リターンを 𝑦𝑡  、RV を𝑅𝑉𝑡  (𝑡 = 1,⋯𝑇) 

とすると、標本 {𝑦1, ⋯𝑦𝑇−219, 𝑅𝑉1, ⋯𝑅𝑉𝑇−219} から、予測値である �̂�𝑇−199
2  の期待値を先ほどの式を用いて計算す

る。次に標本 {𝑦2, ⋯𝑦𝑇−218, 𝑅𝑉2,⋯ , 𝑅𝑉𝑇−218} から、予測値である �̂�𝑇−198
2  の期待値を計算する。この作業を繰り
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返して、標本 {𝑦𝑇−200,⋯ , 𝑦𝑇−20, 𝑅𝑉𝑇−200,⋯ , 𝑅𝑉𝑇−20} から、予測値である �̂�𝑇
2 の期待値を計算して終わりとする。

そこで得られた {�̂�𝑇−199
2  ,⋯ , �̂�𝑇

2 } から MSE と QLIKEの計算を行った。 

これまで述べた手法を用いて求めた損失関数の値の結果が表 4-7に書かれている。また、表 4-8では MSE と

QLIKEにおいて最も値が低かったモデルをまとめた。まず、全体の株価指数の平均を見てみると、全体では MSE、

QLIKE ともに R-SV モデルが優れていることが分かった。しかし、細かく見てみると、R-SV モデルと R-GARCH モデルの

予測力は僅差であり、14 の指標のうち、7 つの指標において R-GARCH モデルが一番優れているという結論になった。

一方で、ARFIMAX モデルはどの指標においても他の 2つのモデルより予測力が劣っており、特に GDAXIや KS11で

は他の 2つもモデルよりも MSEや QLIKEが圧倒的に高いことが分かった。ARFIMAXのパフォーマンスが劣る原因とし

てあげられるのは、20期先という予測期間が関係していると考えられる。RVは長期記憶過程に従うことが先ほどの

結果によって明らかになったため、我々が今回予測した期間よりも長く予測期間を延ばしてみると短期記憶過程し

か捉えることのできない R-SV、R-GARCH モデルよりも ARFIMAX モデルの方が優れたパフォーマンスを見せる可能性

があるだろう。次に RV を用いたときと RK を用いたときでの予測力の比較を述べていく。全体でみると、RK を用いるよ

りも RVの方が予測力に置いては優れていた。しかし、AORD、N225、STOXX50に関しては、RV よりも RK を用いた

モデルが一番すぐれているという結果になった。渡部、大森 (2013, p.294~295) は、「RKを用いた方が RV よりも予

測力に優れているならば、それは、RVのバイアスは R-SVモデルにおいての 𝜉 だけでは完全捉えきれない。」と述べて

いる。つまり、今回の結果でも前述した 3つの株式指標においては RVのバイアスを R-SV、R-GARCH モデルでの 𝜉 

だけでは完全に捉えることが出来ていないことが判明した。また、2つの損失関数の評価であるが、4つの指標に置い

て評価の違いが生じた。 

以上の分析は、2つほど問題が考えられる。1つは分布の問題である。我々が 3つのモデルを推定した際に、全て誤差

項が正規分布であると仮定した上でパラメータを推定した。しかしながら、分析結果でこれらの分布は全て正規分布より

も裾が厚いことが確認された。そこで、リターンの分布は正規性を持つのかどうかを JB (Jarque-Bera) 統計量によって分

析を行った。JB統計量4とは、与えられたデータが正規分布に従うことを帰無仮説とする統計量である。表 4-9には、その

結果を載せている。表 4-9から全ての指標が有意水準 1%で棄却されており、リターンの分布に正規性は存在しないこと

が分かる。つまり、今回の我々の論文はリターンの分布に正規分布を仮定して推定したため、推定パラメータの精度が高く

ない。この問題を解決するためには、正規分布より裾の厚い分布を仮定する必要がある。正規分布よりも裾が厚い分布

の例として、t分布と GED (Generalized Error Distributiion) が考えられる。2つの分布の定義は、以下のように表す。 

 𝑦𝑡 = 𝜇 + 𝜎𝑡𝑧𝑡 

𝑓(𝑧) =
1

√𝜋(𝜈 − 2)

𝛤 (
𝜈 + 1

2
)

𝛤 (
𝜈
2
)

(1 +
𝑧2

𝜈 − 2
)−

𝜈+1
2 , 𝜈 > 0 

𝑓(𝑧) =
𝜈 𝑒𝑥𝑝 (−

1
2

|
𝑧
𝜆
|
𝜈

)

2𝜆 (1 +
1
𝜈
) 𝛤 (

1
𝜈
)
    0 < 𝜈 ≤ ∞ 

𝜆 =
1

2
1
𝜈

√
𝛤 (

1
𝜈
)

𝛤 (
3
𝜈
)
 

(4.9) 
 
(4.10) 
 
 
(4.11) 
 
 
 
 
(4.12) 
 

                                                 
4
 詳しくは中川 (2009, p.139~144) を参照 
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𝑧𝑡  を (4.9) 式のようにしたときに、(4.10) 式の t分布に従うと、自由度 𝜈 が大きいほど標準正規分布に近づくが、自由度

が小さいと標準正規分布よりも裾が厚い分布になる。また、(4.11) 式の GED に従うとき、自由度 𝜈 が 2のときは標準正

規分布に従うが、自由度 𝜈 が 2 より大きいと標準正規分布よりも裾が厚く、2 より小さいと標準正規分布よりも裾が薄く

なる。このような正規分布よりも裾が厚い分布で最尤法を行うと、推定パラメータの精度が上昇し、予測精度が上がる可

能性が大いに考えられる。しかしながら、R-SV モデルの場合、このような分布に従った場合、最尤法を用いて解析すること

が非常に難しい。そのため、R-SV モデルの場合は、最尤法よりも MCMC を用いて推定する方が精度が高くなることが考え

られる。つまり、R-SV モデルに関しては、推定方法におけるパラメータの精度の比較を行う必要がある。しかし、MCMCはパ

ラメータが収束するのに時間を要するなどのデメリットも考えられる。 

表 4-7. 各モデルの予測結果 
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表 4-8. 最も優れたモデル 

 
MSE QLIKE 

AEX R-SV(RV) 

AORD R-GARCH(RK) 

BVSP R-GARCH(RV) 

DJI R-SV(RV) 

FCHI R-SV(RV) 

FTSEMIB R-GARCH(RV) 

GDAXI R-SV(RV) R-GARCH(RV) 

HIS R-SV(RV) 

IXIC R-GARCH(RV) 

KS11 R-GARCH(RV) R-SV(RV) 

MXX R-SV(RV) 

N225 R-SV(RK) 

SSMI R-GARCH(RV) R-SV(RV) 

STOXX50 R-SV(RV) R-SV(RK) 

Average R-SV(RV) 

 

2つ目の問題点は、RVの問題が考えられる。具体的には、取引時間外の RV を考慮する必要がある。我々の論文で

は、マイクロストラクチャ・ノイズに関しては、RV と RK を比較していたが、取引時間外の問題は考えていなかった。そのため、

RVがより過小評価された可能性がある。そのため、第 2章で述べたように、Hansen and Lunde (2005, p.525~554) 

などで RV を変換しなければならない。またその取引時間外の変換方法も正しい方法というのが存在しないため、試行錯

誤する必要がある。 

表 4-9. Jarque-Bera test 

Index JB 
 

 Index JB 
 

AEX 3423.858 ***  HIS 264.1101 *** 

AORD 390.5868 ***  IXIC 2668.69 *** 

BVSP 49.5261 ***  KS11 109.9627 *** 

DJI 1159.3 ***  MXX 614.0158 *** 

FCHI 1564.92 ***  N225 100.0576 *** 

FTSEMIB 2412.186 ***  SSMI 4130.49 *** 

GDAXI 649.8282 ***  STOXX50E 637.9532 *** 

有意水準は 𝑝 値において、*…0.1、**…0.05、***…0.01 

 

５． まとめ 

 

今回、我々はボラティリティ変動分析をテーマにこの論文の作成に取り組んだ。そこで、Realized Volatilityの存

在に注目して、ボラティリティだけではなく、RVの性質を捉えることが出来るようなモデルを選択した。そのモデルが、R-

GARCH、R-SV、ARFIMAXの 3つであった。このモデルを用いて、パラメータの分析を用いた結果、今回の分析対象

とした株価指数では、全てにボラティリティの持続性と RVの長期記憶性を確認することが出来た。また、ARFIMAX

モデルで分析したハンセン指数の RK以外の全てにレバレッジ効果を確認することが出来た。そして、RV と RKでのマ

イクロストラクチャ・ノイズの影響の比較も行い、結果として、R-GARCH モデルにおいて RKの方がマイクロストラクチ



22 

 

ャ・ノイズの影響を抑える株価指標が多いことが分かった。ボラティリティの予測に関しては、全体としては R-SV モデル

が優れていたものの、R-GARCH モデルとわずかな差であった。その一方で、ARFIMAXモデルが最も優れていた株価

指標は存在せず、他の 2つのモデルと比べて予測力が劣っていることが分かった。 
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６． 補論 A 

 補論 Aは、SV モデルを疑似最尤推定する際に用いられる、線形状態空間モデルにおけるカルマンフィルタや平滑

化によって、パラメータやボラティリティを推定するとともに、R-SV モデルのパラメータ推定を解説する。カルマンフィルタ

や平滑化に関しては、渡部(2000) を参考にしている。 

 

A-1  線形状態空間モデルによるカルマンフィルタ 

 状態空間モデルというのは、観測された時系列データ 𝑦𝑡  が存在し、観測されないパラメータ 𝑥𝑡 の推移を説明する

モデルである。状態空間モデルは、次のように表す。 

 
 𝑦𝑡 = 𝛼 + 𝛽𝑥𝑡 + 𝑢𝑡 

𝑥𝑡 = 𝜔 + 𝜑𝑥𝑡−1 + 𝜂𝑡 

𝑢𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑. 𝑁(0, 𝜎𝑢
2), 𝜂𝑡~𝑖. 𝑖. 𝑑. 𝑁(0, 𝜎𝜂

2) 

(A.1) 
(A.2) 
(A.3) 

 

ここで、(A.1) を観測方程式、(A.2) を遷移方程式と呼ぶ。まず、𝐶𝑜𝑣(𝑢𝑡 , 𝜂𝑡) = 0 、つまり SV モデルでいうと、レバ

レッジ効果を観測しないモデルを考える。ここで、𝑢𝑡  と 𝜂𝑡 が正規分布に従うと仮定すると、 

 

 
𝑓(𝑦𝑡|𝑥𝑡) =

1

√2𝜋𝜎𝑢
2
𝑒𝑥𝑝 [−

(𝑦𝑡 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑡)
2

2𝜎𝑢
2

] 

𝑓(𝑥𝑡|𝑥𝑡−1) =
1

√2𝜋𝜎𝜂
2

𝑒𝑥𝑝 [−
(𝑥𝑡 − 𝜔 − 𝜑𝑥𝑡−1)

2

2𝜎𝜂
2

] 

(A.4) 
 

(A.5) 

 

となる。ここで、求める条件付き尤度は、𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1) であり、この期待値は次のように表せる。 

 

 
𝐸(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1) = ∫ 𝑥𝑡

∞

−∞

𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1)𝑑𝑥𝑡 
(A.6) 

 

ここで、条件付き密度 𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1) は次のように書き換えられる。 

 

 
𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1) = ∫ 𝑓(𝑥𝑡, 𝑥𝑡−1|𝑦𝑡−1)

∞

−∞

𝑑𝑥𝑡−1 

                              = ∫ 𝑓(𝑥𝑡|𝑥𝑡−1, 𝑦𝑡−1)
∞

−∞

𝑓(𝑥𝑡−1|𝑦𝑡−1)𝑑𝑥𝑡−1 

                                    = ∫ 𝑓(𝑥𝑡|𝑥𝑡−1)
∞

−∞

𝑓(𝑥𝑡−1|𝑦𝑡−1)𝑑𝑥𝑡−1 

 
 
 

        
 

(A.7) 
        

 

次に観測値が与えられたときの 𝑥𝑡 の条件付き密度 𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡) は次のように変形される。 

 

 𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡) = 𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡 , 𝑦𝑡−1) 

                  =
𝑓(𝑥𝑡, 𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)

𝑓(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)
 

                                      =
𝑓(𝑦𝑡|𝑥𝑡, 𝑦𝑡−1)𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1)

𝑓(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)
 

                            =
𝑓(𝑦𝑡|𝑥𝑡)𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1)

𝑓(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1)
 

 

 

 

 

 
(A.8) 
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そして、(A.8) 式の分母は以下のように表すことが出来る。 

 

 
𝑓(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1) = ∫ 𝑓(𝑦𝑡 , 𝑥𝑡|𝑦𝑡−1)

∞

−∞

𝑑𝑥𝑡 

                                         = ∫ 𝑓(𝑦𝑡|𝑥𝑡 , 𝑦𝑡−1)𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1)
∞

−∞

𝑑𝑥𝑡 

                               = ∫ 𝑓(𝑦𝑡|𝑥𝑡)𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1)
∞

−∞

𝑑𝑥𝑡 

 
 
 
 

(A.9) 
  

 

このような式を用いると、初期値 𝑓(𝑥1|𝑦0) が与えられた上で、(A.8)、(A.9) 式により 𝑓(𝑥1|𝑦1) が計算されて、それ

を使って (A.7) 式より 𝑓(𝑥2|𝑦1) が計算される。この繰り返しにより、逐次的に 𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡) を求めることが可能になる。

そこで、𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡) の平均と分散を 𝛼𝑡, 𝑃𝑡 、𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑡−1) の平均と分散を 𝑥𝑡|𝑡−1, 𝑃𝑡|𝑡−1 、𝑓(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1) の平均と分散を

 𝑣𝑡 , 𝐹𝑡  とすると、(A.7)～(A.9) 式は以下のようになる。 

 

 𝑥𝑡|𝑡−1 = 𝜔 + 𝜑𝑥𝑡−1 

𝑃𝑡|𝑡−1 = 𝜑2𝑃𝑡−1 + 𝜎𝜂
2 

𝑥𝑡 = 𝑥𝑡|𝑡−1 +
𝛽𝑃𝑡|𝑡−1

𝐹𝑡
𝜈𝑡 

𝑃𝑡 = 𝑃𝑡|𝑡−1 −
𝛽2𝑃𝑡|𝑡−1

2

𝐹𝑡
 

𝜈𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝛼 − 𝛽𝑥𝑡|𝑡−1 

𝐹𝑡 = 𝛽2𝑃𝑡|𝑡−1 + 𝜎𝑢
2 

(A.10) 
(A.11) 
(A.12) 

 
(A.13) 

 
(A.14) 
(A.15)      

 

この (A.10)～(A.15) 式をカルマンフィルタと呼び、先ほども述べた通り、𝑥1|0, 𝑃1|0 を設定すれば、

𝑥1, 𝑃1, 𝑥2|1, 𝑃2|1 ⋯ と求めることが出来る。 

 𝐶𝑜𝑣(𝑢𝑡, 𝜂𝑡) = 𝜌 の場合5は、(A.12) 、(A.13) 式においての 𝛽𝑃𝑡|𝑡−1 が 𝛽𝑃𝑡|𝑡−1 + 𝜌 なって、(A.15) 式が以下の

式に変形される。 

 

 𝐹𝑡 = 𝛽2𝑃𝑡|𝑡−1 + 2𝜌 + 𝜎𝑢
2 (A.16) 

 

A-2  状態空間モデルにおいてのパラメータの推定 

このモデルにおいて、未知パラメータは、𝜃 = (𝛼, 𝛽, 𝜔, 𝜑, 𝜌, 𝜎𝑢
2, 𝜎𝜂

2) である。このパラメータを推定するには、疑似

最尤法が考えられる。そのときの尤度関数は以下のように表される。 

 

 
𝐿 = 𝑓(𝑦1|𝜃)∏𝑓(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1; 𝜃)

𝑇

𝑡=2

 

𝑓(𝑦𝑡|𝑦𝑡−1; 𝜃) =
1

√2𝜋𝐹𝑡

𝑒𝑥𝑝 [−
𝑣𝑡

2

2𝐹𝑡
] 

(A.17) 
 

(A.18) 

 

 

カルマンフィルタで求めた 𝐹𝑡 , 𝑣𝑡  を (A.17) 式に代入してパラメータを推定する。 

 

                                                 
5
 Harvey (1989, p112~113) 参照 
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A-3  SVモデルへの応用 

 先ほどの線形状態空間モデルを SV モデルに応用するために、(2.8) 式を 2乗した後、対数化することによって、線

形モデルにする。そのあとで、 

 

 𝑦𝑡 ≡ 𝑙𝑛 𝜀𝑡
2 , 𝑥𝑡 ≡ 𝑙𝑛𝜎𝑡

2, 𝑢𝑡 ≡ 𝑙𝑛𝑧𝑡
2 − 𝐸[𝑙𝑛𝑧𝑡

2] (A.19) 

 

と置くとき、𝑙𝑛𝑧𝑡
2 の分布が標準正規分布に従うとき、平均が −1.27 、分散が 𝜋2 2⁄  である6。そのため、このような状

態空間モデルに変換される。 

 

 𝑦𝑡 = −1.27 + 𝑥𝑡 + 𝑢𝑡 

𝑥𝑡 = 𝜔 + 𝜑𝑥𝑡−1 + 𝜂𝑡 

(A.20) 
(A.21) 

 

先ほどのモデルにおいて、𝛼 = −1,27, 𝛽 = 1, 𝜎𝑢
2 = 𝜋2 2⁄  と置かれている。なので、推定するパラメータは、

𝜔,𝜑, 𝜎𝜂
2, 𝜌 となる。 

 

A-4  平滑化 (Smoothing) 

 平滑化とは、観測データ数である 𝑇 期のもとでの 𝑥𝑡|𝑇 , 𝑃𝑡|𝑇  を求めることを平滑化と呼ぶ。𝑓(𝑥𝑡|𝑦𝑇) の平均と分散

を 𝑥𝑡|𝑇 , 𝑃𝑡|𝑇  とすると、次のように求められる。 

 

 𝑥𝑡|𝑇 = 𝑥𝑡|𝑡 + 𝑃𝑡∗(𝑥𝑡+1|𝑇 − 𝑥𝑡+1|𝑡) 

𝑃𝑡|𝑇 = 𝑃𝑡|𝑡 + 𝑃𝑡∗
2 (𝑃𝑡+1|𝑇 − 𝑃𝑡+1|𝑡) 

𝑃𝑡∗ = 𝜑
𝑃𝑡|𝑡

𝑃𝑡+1|𝑡
 

(A.22) 
(A.23) 
(A.24) 

また、この 𝑥𝑡|𝑇 , 𝑃𝑡|𝑇  が与えられたことによって、T期のデータが与えられたことによるボラティリティは次のように求められ

る。 

 

 
𝜎𝑡|𝑇

2 = 𝑒𝑥𝑝 (𝑥𝑡|𝑇 +
1

2
𝑃𝑡|𝑇) 

(A.25) 

 
 

A-5  R-SVモデルの推定方法 

 R-SV モデルに関しては、未知パラメータは、𝜃 = (𝜉, 𝜎𝑢
2) である。まず、 A-1から A-4を用いて、𝜎𝑡

2 を求める。𝜎𝑡
2 と

RVが与えられると、次のような尤度関数を定義することが出来る。 

 

 
𝐿 = ∏ℎ(𝑅𝑉𝑡|𝜎𝑡

2; 𝜃)

𝑇

𝑡=1

 

 

ℎ(𝑅𝑉𝑡|𝜎𝑡
2) =

1

√2𝜋𝜎𝑢
2
𝑒𝑥𝑝 [−

(𝑙𝑛𝑅𝑉𝑡 − 𝜉 − 𝑙𝑛𝜎𝑡
2)2

2𝜎𝑢
2

] 

(A.26) 
 
 

(A.27) 

 

 

これを最尤推定することによって、R-SVのパラメータを求めることが出来る。 

 

                                                 
6
 証明に関しては渡部 (2000, p120~122) 



26 

 

６．補論 B   

 補論 Bでは、ARFIMAX モデルの式の展開について解説をする。 

ARFIMAX モデルにおける 

 
 (1 + 𝜃𝐿)−1(1 − 𝐿)𝑑 = 1 − ∑ Φ𝑗𝐿

𝑗∞
𝑗=1   

Φ1 = 𝑑 + 𝜃,  Φ𝑗 = 𝛼𝑗 − 𝜃Φ𝑗−1 

  𝛼1 = 𝑑 , 𝛼𝑗 =
𝑗 − 𝑑 − 1

𝑗
𝛼𝑗−1 (𝑗 ≧ 2) 

(B.1) 
 

(B.2) 

 

という等式が成り立つことを証明する。 

 

(B.1)の両辺に (1 + 𝜃𝐿) を掛けると、 

 
 

(1 − 𝐿)𝑑 = (1 − ∑Φ𝑗𝐿
𝑗

∞

𝑗=1

)(1 + θL) 

(B.3) 

 

となり、 

(B.3)の右辺は、 

 
 

(1 − ∑𝛷𝑗𝐿
𝑗

∞

𝑗=1

)(1 + 𝜃𝐿) 

＝1 + 𝜃𝐿 − (1 + 𝜃𝐿)(𝛷1𝐿 + 𝛷2𝐿
2 + 𝛷3𝐿

3 + 𝛷4𝐿
4 + ⋯)                  

               ＝1 + 𝜃𝐿 − (𝛷1𝐿 + 𝛷2𝐿
2 + 𝛷3𝐿

3 + 𝛷4𝐿
4 + ⋯) − 𝜃𝐿(𝛷1𝐿 + 𝛷2𝐿

2

+ 𝛷3𝐿
3 + 𝛷4𝐿

4 + ⋯) 

＝1 + 𝜃𝐿 − 𝛷1𝐿 − (𝛷2 + 𝜃𝛷1)𝐿
2 − (𝛷3 + 𝜃𝛷2)𝐿

3 − (𝛷4 + 𝜃𝛷3)𝐿
4

− ⋯     

 
 
 
 
 
 
 
 

(B.4) 

 

ここで、漸化式 Φ1 = 𝑑 + 𝜃,  Φ𝑗 = 𝛼𝑗 − 𝜃Φ𝑗−1を変形して、 

 Φ𝑗 + 𝜃Φ𝑗−1 = 𝛼𝑗となるので、これを利用すると、 

 
 1 + 𝜃𝐿 − 𝛷1𝐿 − (𝛷2 + 𝜃𝛷1)𝐿

2 − (𝛷3 + 𝜃𝛷2)𝐿
3 − (𝛷4 + 𝜃𝛷3)𝐿

4 − 
= 1 − 𝛼1𝐿 − 𝛼2𝐿

2 − 𝛼3𝐿
3 − 𝛼4𝐿

4 − ⋯ 

              = 1 − 𝑑𝐿 −
1 − 𝑑

2
𝑑𝐿2 −

2 − 𝑑

3
∗

1 − 𝑑

2
𝐿3 − ⋯ 

= ∑
∏ (𝑘 − 1 − 𝑑)𝑛

𝑘=2

𝑛!

∞

𝑛=0

𝐿𝑛                         

 
 
 
 
 

(B.5) 

 

また、(B.3)の左辺をmaclaurin展開すると、 

 
 

(1 − 𝐿)𝑑 = 1 + (−𝑑)
𝐿

1!
+ 𝑑(𝑑 − 1)

𝐿2

2!
+ (−𝑑)(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝐿3

3!
+ ⋯ 
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= ∑
∏ (𝑘 − 1 − 𝑑)𝑛

𝑘=2

𝑛!

∞

𝑛=0

𝐿𝑛 
 

(B.6) 

 

となり、右辺と一致する。 

したがって、(B.3)の等式は成り立ち、(B.1)も成り立つ。 

 

６． 補論 C 

 

ここではボラティリティを２つに分類した時にネーミングされる、ヒストリカル・ボラティリティ(以降 HV と示す)とインプ

ライド・ボラティリティ(同様に IV と示す)の 2つについて言及する。 

HV とは、過去の一定期間の株式、為替、債券、コモディティといった原資産価格変動率を平均化することによって

算出されるもので、言い換えると“歴史的変動率”であり、いわゆる標準偏差のことである。後述するブラックショール

ズ計算モデルにおいては、過去n日にわたって株価を観測、𝑠𝑖を第i日の終値とし、以下のように定められている。 

 
 

𝑢𝑖 = 𝑙𝑜𝑔
𝑠𝑖

𝑠𝑖−1
 ， �̅� = 𝑢𝑖の平均 

 

s = √
1

𝑛 − 1
∑(𝑢𝑖 − �̅�)2

𝑛

𝑖=1

 

(C.1) 
 
 
 

(C.2) 
 

 

ここでは、sが HVの数値を示している。日次のリターンを計測する一定期間の算出の際には、通常 20日または 30

日を用いる。また日次の標準偏差を年率換算する際に乗じる因数として、祝日などで市場が閉まっている日がある

ので、年間の営業日を 250～260日と考えて、通常、250～260の平方根を乗じることが多い(iFinance,2014)。

また、オプションにおいては、ブラックショールズ計算モデルのプレミアムの理論価格を求める際に、後述する IV を推測

する事にも使われる。このモデルで求まる価格はあくまで理論的なもの・参考価格のようなものであるので、実際の

マーケットで取引されている価格とは異なるので、混同しないように注意しなければならない。 

この IVは、先程と同様に金利r、満期T、権利行使価格Kでの価格C(𝐾, 𝑇)によって以下のモデルで定められてい

る。 

 
 

C(𝐾, 𝑇) = SN(
𝑙𝑜𝑔(𝑆 𝐾⁄ ) + (𝑟 + 𝜎2 2⁄ )𝑇

𝜎√𝑇
) − 𝐾𝑒−𝑟𝑇𝑁 (

𝑙𝑜𝑔(𝑆 𝐾⁄ ) + (𝑟 − 𝜎2 2⁄ )𝑇

𝜎√𝑇
) 

(C.3) 

 

ここで、S は現在の株価であり、N(𝑥)は標準正規分布の分布関数を示している。 

これは主にオプションで使われる用語で、現在のオプション料（プレミアム）から将来の変動率を予測したものをいう。

これは、市場参加者が今後のプレミアムがどのように変動するかを数値化したものであり、市場関係者の人気や期

待度などの将来の予想が反映されている。オプショントレーダーが原資産価格の大きな変動を予想すると、オプション

のプレミアムが高くなり、その結果 IV も高くなり、原資産相場がそれほど変動しないと予想された場合には、プレミア

ムが低下し、IV も低くなる。つまり、IVは HVのような純粋な統計データではなく、オプショントレーダーの心理を表す

数値なのである。 
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ここに今回の動機がある。各国のボラティリティの推測をすることによって、その地域ごとのオプショントレーダーの心

理状況を図ることが出来る。つまり、各国の国民性を市場データから分析する事が可能になる。 

さて、ここで上述したブラックショールズ計算モデルについて触れることにする。 

ブラックショールズ計算モデルは以下の様に示されているモデルである。 

 
 C = S・N(𝑑1) − X𝑒−𝑟𝜏・𝑁(𝑑2) 

𝑃𝑡 = −𝑆𝑡𝑁(−𝑑1) + 𝐾𝑒
−𝑟𝜏𝑁(−𝑑2) 

𝑑1 =
𝑙𝑛 (

𝑆
𝑋) + (𝑟 + 𝜎２ ２⁄ ) 𝜏

𝜎√𝜏
  

𝑑2 = 𝑑1－𝜎√𝜏 

(C.4) 
(C.5) 
(C.6) 

 
(C.7) 

 

このモデルではC，S，X，τ，r，𝜎2と変数が多く含まれている。それぞれ市場のオプションを買う権利の価値(コール

プレミアム)、現在の株価、行使価格、期間、短期金利、変動率を示しており、式(C.4)は式(C.3)と同じもので

IV(コールプレミアム)を、式(C.5)はプットオプション価格を表す。 

このモデルは上記の計算に必要なデータ(株価、行使価格、期間、変動率、金利)を市場で簡単に入手出来

るうえ、計算にかかる時間が非常に少ないという利点があるため、現在実務界では頻繁に使用されている。 

また、このブラックショールズモデルを更に応用し、他の原資産にも適用できるようなモデルが作られている。しかし、本

稿ではこのモデルを適用していない。その理由として挙げられるのは、“計測する期間の長さの違い”である。ブラックシ

ョールズモデルでは計測出来る期間はある一点の時期のみで非常に短い。そのため、今回我々が定めた 2000年

頭から 2006年末までという長期間の計測には向いていない。そのため、変動率のσ が定まらず、正確なコールプレミ

アムが求められないのである。 

 Value at Risk(VaR)とは、統計的手法を用いることにより、市場の経営の際の予想最大損失額を算出する指標

をいう。現在保有している資産(ポートフォリオ)を、将来のある一定期間保有すると仮定した場合に、ある一定の確

率の範囲内(信頼区間)で、マーケットの変動によって、どの程度の損失を被る可能性があるかを計測したものである。 

たとえば、ある資産において期間 100日での信頼水準 95％・ VaR が 5億円であるという状態では、予想最大損

失額は、100日間にわたり、95％の確率で 5億円におさまるが、100－95 ＝ ５%の確率で 5億円以上の損失と

なるということになる(JAMES D. MACBETH and LARRY J. MERVILLE,1979)。 

この VaRの最大の特徴は、ポートフォリオが多様な金融資産で構成されている場合でも、一定の確率における

「予想最大損失額」という共通の尺度で比較・管理することが可能であることで、これによりリスク管理において非常

に便利になる。しかし、VaRは過去のデータから求めた予想変動率を用いるため、継続的なデータを取得できないよ

うな商品には不向きで、リーマンショックのような特殊な場合は想定されていない。そのため、異常時におけるリスクは、

別途ストレステストなどを用いなければならない。 

 
 
 


