
演習 : 主成分分析  

  
          　　　                         慶應義塾大学  片山 翔太



秋学期演習の予定

• 主成分分析 (第4回) 
• 言語データからBoW形式へ

• 潜在的意味分析

• 特異値分解と主成分分析


• 線形回帰分析における特徴選択 (第5回) 
• Best subset selection, Ridge, Lasso


• パネルデータ解析 (第6回) 
• Difference-in-difference (DiD) method (差分の差法)

• Synthetic control method (合成変数法)
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潜在的意味分析



背景

• 言語データ考える
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#出てくる単語を使って各文章の特徴がつかめそう

各文章の背後に何らかのトピックがありそう…



背景

• 言語データからの情報抽出 
• 出てくる言語の特徴から何らかの情報を抜き出したい

• どうやってデータにするか？
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Bag of Words形式

I like it is fine she

文1 1 2 2 0 0 1

文2 0 0 1 1 1 0

文3 0 0 0 1 1 1

I like it. She likes it.

It is fine.

She is fine.
<latexit sha1_base64="riLjUn/mAPzsLuBCQEWHbVc+JJI="></latexit>

#全文章に出てくる単語

#各文章で出てくる単語の個数



テキストデータからBoW形式へ
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#パッケージ”tm”をインストールして読み込み

#データを読み込んでコーパスを作成

元の文章データへのアクセスはcontentを使う



意味のない単語を削除
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大文字を小文字へ, 数字を削除, ストップワードを削除, etc

#削除後の文章はこんな感じ
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• BoW形式への変換

#長さが2~20の単語のみ取得
optional

#2つ以上の文章で出てくる単語のみ取得



これで言語データが行列形式(BoW)のデータへと変換された

• 行列の特異値分解(SVD) 
• 任意の実n×p行列Xは次のように分解が可能 X = UDV T

<latexit sha1_base64="l0P04kS+u5obmIRUmi1wB3+UAhY="></latexit>

=<latexit sha1_base64="qY+l0Hu3e2GaHSz5HZJaHyaBGzk="></latexit>X
<latexit sha1_base64="gCDawJiKXbGGXFIRyvolUOFtUPg="></latexit> U

<latexit sha1_base64="WJwXYKAj0YyjHsDzHuuRwjVESzQ="></latexit>

D
<latexit sha1_base64="PNXRFqAU/M+IhIrqHy3wSR9O/Ik="></latexit> V T

<latexit sha1_base64="FXZvMmycnVkgVABvH3rgx94OOm0="></latexit>

n
<latexit sha1_base64="O/2JSmK43Vrh5CDC1Z45Wbkhacs="></latexit>

p
<latexit sha1_base64="H7bbMMU2agbVeKUfRUO2ALtJVjI="></latexit>

ただし,

UTU = V TV = I
<latexit sha1_base64="pG2zGfKNuXIRVZPGreqUI+iNnbs="></latexit>

であり, (単位行列)

r
<latexit sha1_base64="e519iLWe25AT3TUNvXfOFEf2pc0="></latexit>

r
<latexit sha1_base64="e519iLWe25AT3TUNvXfOFEf2pc0="></latexit>

D = diag(d1, . . . , dr), dj > 0, r = rank(X)
<latexit sha1_base64="E1VGq3jcZRdq2GoqmzmRGkwueIw="></latexit>
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データ行列の近似
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⇡<latexit sha1_base64="xuOg2N0HRw/JEoP5t0iPLhhdNpQ="></latexit>

サイズの大きな 
行列X

D̃ =

0

B@
d1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · dk

1

CA , k < r

<latexit sha1_base64="tGoh8Ezzt7mMfqA017rHLa2U+3E="></latexit>

#kは自分で設定

近似の精度はkの個数に依存することに注意

#特にBoW形式の場合は横長になる



Rでやってみよう
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Slide3の言語データをBoW形式にしたもの

特異値分解(SVD)を実行

#k=rの場合はちゃんと元の行列を再現している
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• kを変えて近似してみる

#k=2の場合はそんなに良くない

#k=5なら結構良い近似



SVDによる近似の意味
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文章

• BoW形式データのSVD分解

単語

⇡<latexit sha1_base64="xuOg2N0HRw/JEoP5t0iPLhhdNpQ="></latexit>

単語

文章

トピック

トピック

緑の行列 ➡ 各文章がどのトピックに属しているかの情報
赤の行列 ➡ 各トピックの特性 (各単語に対する重み)
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• 赤い行列(V)の中身を見てみる

トピック1 = ハリーポッター, トピック2 = ルーク
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• トピック1とトピック2を使ったプロット 
• UDの第1列と第2列で散布図を描く

#なんとなく文章(点)が 
分類されている

#このプロットには一切の 
教師データを使っていない

教師なし学習！



主成分分析
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• 主成分分析 
• 教師なし学習のひとつ，大規模データの視覚化が可能

• データを理解しやすい変数に削減する(次元削減)

#2次元のデータだけど 
赤い軸(1次元)に各点を落とせそう

#次元の大きなデータを低次元へ

解釈が簡単になる



• 3次元を2次元に落とす場合のイメージ
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• 複数の変数を組み合わせて新しい変数を作成

Originalデータ

X =

0

BBB@

x11 x12 · · · x1p

x21 x22 · · · x2p
...

...
...

...
xn1 x2n · · · xnp

1

CCCA
=

0

BBB@

xT
1

xT
2
...
xT
n

1

CCCA

<latexit sha1_base64="VLOujrh49fxY9JdIzzKJhvjZIWw="></latexit>

Ex. xT
1 = (x11, x12, · · · , x1p)

<latexit sha1_base64="Y+KgPB/zsEijdEzAhC3dnN0dV70="></latexit>

Newデータ (主成分スコア)

zi1 = �11xi1 + �12xi2 + · · ·+ �1pxip, i = 1, 2, . . . , n
<latexit sha1_base64="u3mNUJ57aCrK/k1BDxHIewxtiaQ="></latexit>

zi2 = �21xi1 + �22xi2 + · · ·+ �2pxip, i = 1, 2, . . . , n
<latexit sha1_base64="3wgSUZ+wYwa6/QrICBXqjscSvbY="></latexit>

zik = �k1xi1 + �k2xi2 + · · ·+ �kpxip, i = 1, 2, . . . , n
<latexit sha1_base64="cfUpiEcV0RLW8sRNsuvIUC4jC9k="></latexit>

...
<latexit sha1_base64="Av1WukSQrEEM0GvmkekMOhiU4AE="></latexit>

#ベクトルで書けば zi1 = �T
1 xi

<latexit sha1_base64="BvczrUUYFub88MjkyW3pp2vZke0="></latexit>

変数の次元をpからkへ削減



20

データを2次元に表現する場合

zi1 = �11xi1 + �12xi2 + · · ·+ �1pxip, i = 1, 2, . . . , n
<latexit sha1_base64="u3mNUJ57aCrK/k1BDxHIewxtiaQ="></latexit>

zi2 = �21xi1 + �22xi2 + · · ·+ �2pxip, i = 1, 2, . . . , n
<latexit sha1_base64="3wgSUZ+wYwa6/QrICBXqjscSvbY="></latexit>

z1
<latexit sha1_base64="xu3+vpTZSB4VpbKbGzp+Sqfb+fo="></latexit>

z2
<latexit sha1_base64="8ZbPVNOvhj/HUy5yZEz1cse+G0c="></latexit>

(zi1, zi2)
<latexit sha1_base64="DRkjWY6IyrPraC70oxHcWMz0HkI="></latexit>



Rで手を動かしながらやってみる
• 民力データ from データサイエンスコンソーシアム
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#行の名前を1列目に指定

47都道府県×24変数

24変数を合成して新しい変数を作成していく

http://datascience.jp/tutorial.html

http://datascience.jp/tutorial.html


新しい変数の作り方

• Step1 
• データを中心化する
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xij � x̄j, x̄j =
1

n

nX

k=1

xkj

<latexit sha1_base64="6et9ryLjWaKr/Tl80T0SNpLeB2E="></latexit>

• (Option) 基準化を行うこともある

xij � x̄j

sj
, s2j =

1

n� 1

nX

k=1

(xkj � x̄j)
2

<latexit sha1_base64="LZ5nYsTmZ4QkvIlGqI9ff0fb9wg="></latexit>

• これ以降データ行列Xは中心化されているとする



Rで中心化
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#スケールが大きいので基準化も行う
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• Step2 
• 分散を最大にする係数φ1を求める

• 注意 : 中心化されていればzの平均は0

z̄1 =
1

n

nX

i=1

z1i = �11x̄1 + �12x̄2 + · · ·+ �1px̄p = 0
<latexit sha1_base64="RHbJzPPQWK36dNRCyu2pKbs4rP0="></latexit>

分散
1

n

nX

i=1

z2i1 =
1

n

nX

i=1

(�T
1 xi)

2

<latexit sha1_base64="25zcViee+i/PQRla9yTQsgZmOTU="></latexit>

これを最大化

ただし k�1k22 = �T
1�1 = 1

<latexit sha1_base64="WfdbLOuMo1ySLuVMrdSdWXdHCG4="></latexit>

としておく

#この条件がないと分散がいくらでも大きくなる



赤い実線上で最もばらついているように見える

データを最も解釈しやすい方向になっている
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• Step3 
• Step2で求めたφ1に直交するφ2の中で分散最大なものを探す

を最大化

ただし

1

n

nX

i=1

z2i2 =
1

n

nX

i=1

(�T
2 xi)

2

<latexit sha1_base64="saP1ppnKirvv7sPdZqRflXi68KA="></latexit>

k�2k22 = �T
2�2 = 1, �T

1�2 = 0
<latexit sha1_base64="Ema9qnHV96vUjQxfq3VGMDkNzI4="></latexit>

• Step4 
• これを求めたい変数の数だけ繰り返す(max. p)

を最大化

ただし

1

n

nX

i=1

z2i` =
1

n

nX

i=1

(�T
` xi)

2

<latexit sha1_base64="pv+xb9TCyJbKY1MQYbFNEf5+n28="></latexit>

k�`k22 = 1, �T
1�` = �T

2�` = · · · = �T
`�1�` = 0

<latexit sha1_base64="tfeyg9tEKe3e5Rp5nFtebY0zaBw="></latexit>



最大化問題の解

• 標本共分散行列の固有ベクトルで最大化される
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#Xは中心化されている 
ことに注意

⌃ =
1

n
XTX =

1

n

nX

i=1

xix
T
i

<latexit sha1_base64="MJnvJ2fN0JHtBXgdRRimdYKKgok="></latexit>

固有値 : �1 � �2 � · · · � �p � 0
<latexit sha1_base64="polJNcM7XDOYf7IVrKvr5fKCmNU="></latexit>

固有ベクトル : v1,v2, . . . ,vp
<latexit sha1_base64="Pwfut3v9yPk66llNRfZaqyfQq/Y="></latexit>

#固有値は全て正

#固有ベクトルはp次元

固有ベクトルは正規直交するように取れる

vT
i vj = 0 (i 6= j), vT

i vi = kvik2 = 1
<latexit sha1_base64="9u8lAwpmT495JyWKaEjZpJk8RGU="></latexit>
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• Step2～4の実際 
• 標本共分散行列を計算

• Step2 : 最大固有値に対応する固有ベクトルを計算

• Step3 : 次に大きな固有値に対する固有ベクトルを計算

• Step4 : 以下求めたい変数の数まで求める

�1 = v1
<latexit sha1_base64="Js+DumeQw1yLa27voGmsAlWpUXc="></latexit>

�2 = v2, �3 = v3, · · · ,�` = v`
<latexit sha1_base64="OeIRI4uH1QNqWEnelIYBpEiE+Iw="></latexit>

• Step 5 : 対応する主成分スコアzを計算

zi1 = vT
1 xi, i = 1, . . . , n

<latexit sha1_base64="tRmJRv+FdStP9SPLJwdEtEUZCcA="></latexit>

zi2 = vT
2 xi, i = 1, . . . , n

<latexit sha1_base64="2Tk4tojYkKtINeZe9T8gcmS2tbM="></latexit>

zi` = vT
` xi, i = 1, . . . , n

<latexit sha1_base64="CfmZta+M0wQ2M5l2fKT2F1pZRdw="></latexit>

...
<latexit sha1_base64="Av1WukSQrEEM0GvmkekMOhiU4AE="></latexit>



Rでstep2~step4
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標本共分散行列の計算
⌃ =

1

n
XTX =

1

n

nX

i=1

xix
T
i

<latexit sha1_base64="MJnvJ2fN0JHtBXgdRRimdYKKgok="></latexit>

固有値・固有ベクトル

�1 � �2 � · · · � �p � 0
<latexit sha1_base64="polJNcM7XDOYf7IVrKvr5fKCmNU="></latexit>

evector = V = (v1,v2, . . . ,vp)
<latexit sha1_base64="MRnNFhkqcos2aT0zV1ixQANP1gk="></latexit>

#固有ベクトルは正規直交 V TV = V V T = I
<latexit sha1_base64="0HBMjQxcJdnrjETVFPTwvDpovxk="></latexit>

チェックしてみよう



Rでstep5

30

第2主成分スコアまで計算してプロット



z1
<latexit sha1_base64="xu3+vpTZSB4VpbKbGzp+Sqfb+fo="></latexit>

z2
<latexit sha1_base64="8ZbPVNOvhj/HUy5yZEz1cse+G0c="></latexit>



主成分スコアの性質

• 主成分スコアは平均0で互いに相関なし
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1

n

nX

i=1

zi1 =
1

n

nX

i=1

vT
1 xi = vT

1

✓
1

n

nX

i=1

xi

◆
= 0

<latexit sha1_base64="LeUK6AyamfmByfjY1/eoOxI9pTA="></latexit>

#データ行列は中心化されている

1

n

nX

i=1

zi1zi2 =
1

n

nX

i=1

(vT
1 xi) (v

T
2 xi) =

1

n

nX

i=1

vT
1 (xix

T
i )v2

= vT
1 ⌃v2 = �2v

T
1 v2 = 0

<latexit sha1_base64="oVvm25gvhRD6yC3iz5XzcbMi0gM="></latexit>

#v2はΣの固有ベクトル



Rで確認
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#例えば第5主成分スコアまで求める

#対角成分には固有ベクトルが並ぶ (式で確認してみよう)



主成分スコアを解釈する
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zi1 = �11xi1 + �12xi2 + · · ·+ �1pxip, i = 1, 2, . . . , n
<latexit sha1_base64="u3mNUJ57aCrK/k1BDxHIewxtiaQ="></latexit>

zi2 = �21xi1 + �22xi2 + · · ·+ �2pxip, i = 1, 2, . . . , n
<latexit sha1_base64="3wgSUZ+wYwa6/QrICBXqjscSvbY="></latexit>

�1
<latexit sha1_base64="Ax4+qY2kq43e5xEJ5QBrhasoTMU="></latexit>

�2
<latexit sha1_base64="XM4Vft2A3jN3X3xgURQZ5lKmeMY="></latexit>

#赤い部分が第2主成分スコアに効いていそう



固有ベクトルと主成分スコアのプロット(biplot)
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�2
<latexit sha1_base64="etb6gjQRtKGQiikdXsBE8zOsoV8="></latexit>

�1
<latexit sha1_base64="Jd88JKNSAell4DeBwP2C7PvaCvc="></latexit>

z1
<latexit sha1_base64="L1P+3jCLJB2Drgc6oMyb/HVqPzw="></latexit>

z2
<latexit sha1_base64="UkBJLq0lnK6VjskUpoCJnsQRMz8="></latexit>

(�1,landing,�2,landing)
<latexit sha1_base64="Y4Iwk54bUzpScLNHnRipZnD8mq0="></latexit>

(ztokyo,1, ztokyo,2)
<latexit sha1_base64="1Q/w5sHMcZta5ndqJMDwFS+RxHg="></latexit>



寄与率

• 主成分はいくつ用意したらいいのか？ 
• 累積寄与率が一つの指標

• 固有値の総和に占める主成分数に対応する固有値の和
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�1 + �2

�1 + �2 + · · ·+ �p
<latexit sha1_base64="NiOU3T74wMSuV8FxVO7NVPpzJaQ="></latexit>

#例えば第2主成分まで使う場合

累積寄与率が十分大きければOK #一般的な目安は0.8~0.9

#ベクトルの累積和を求める関数cumsum
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• プロットする場合もある 
• x軸に主成分数, y軸に累積寄与率

なぜ累積寄与率で評価？ SVDで説明可能！



SVDとの関連



固有値・固有ベクトルから主成分スコアへ
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• 標本共分散行列の固有値と固有ベクトル

⌃vi = �ivi, i = 1, 2, . . . , p
<latexit sha1_base64="9yYAikf1pX5DM29qHuOAzH+cbuE="></latexit>

⌃ =
1

n
XTX = X̃TX̃, X̃ = X/

p
n

<latexit sha1_base64="ZMIMgDWPNnlWUSiYPENfAjTljGo="></latexit>

where

非0の固有値 r = rankX
<latexit sha1_base64="MJdtxAqiuFBFaYbhqYXL8L5nHos="></latexit>

�1 � �2 � · · · � �r > 0
<latexit sha1_base64="WedQwQgNGgCx8+Gpk1UqlVTN/qA="></latexit>

非0固有値の分だけ以下の量が計算可能

#scalingされた主成分スコア
ui =

X̃vip
�i

, i = 1, 2, . . . , r
<latexit sha1_base64="5WJi6c2V6XnKHSu1OfVJXDBj12k="></latexit>

ノルムが1になっている
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• 行列形式で記述する

U = (u1,u2, . . . ,ur)
<latexit sha1_base64="q39jIq5PKrRD7N6RrF4p1nf7W9M="></latexit>

V = (v1,v2, . . . ,vr)
<latexit sha1_base64="M/yLgjsLOCk6JHogMWnSAG4c/dI="></latexit>

X̃ = UD̃V T
<latexit sha1_base64="+eCrvO+E4kexkCBNixmTIsy85+s="></latexit>

where V V T = I
<latexit sha1_base64="zXNNBsQjH4IRnbcJBc9kUQreMpQ="></latexit>

is used

#簡単のためr=pを仮定

D̃ =

0

B@

p
�1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
p
�r

1

CA

<latexit sha1_base64="JtQiZAzNwz81xftwaVt1kokEXCA="></latexit>

U =

✓
X̃v1p
�1

, . . . ,
X̃vrp
�r

◆
= X̃ (v1/

p
�1, . . . ,vr/

p
�r)

= X̃V

0

B@
1/
p
�1 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · 1/

p
�r

1

CA = X̃V D̃�1

<latexit sha1_base64="MsfjEdDdLu/n0rgGA2j+TBO4xv8="></latexit>
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• SVD分解

=<latexit sha1_base64="qY+l0Hu3e2GaHSz5HZJaHyaBGzk="></latexit> U
<latexit sha1_base64="WJwXYKAj0YyjHsDzHuuRwjVESzQ="></latexit>

V T
<latexit sha1_base64="FXZvMmycnVkgVABvH3rgx94OOm0="></latexit>

X̃
<latexit sha1_base64="7o/ZWwdiArbRLVuZgDboWp4iNZM="></latexit>

D̃
<latexit sha1_base64="vll16J8dgH5muZPM6GupBc4ZoaY="></latexit>

中心化かつ1/√n倍 
されたデータ行列

各列がscalingされた 
主成分スコア

共分散行列の 
固有値の平方根

各行が共分散行列の 
固有ベクトル

第2主成分まで使う 2×2の対角行列DでXを近似
累積寄与率はXの近似の度合いを評価している！



Appendix
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• 標本共分散行列の固有値と固有ベクトル

⌃vi = �ivi, i = 1, 2, . . . , p
<latexit sha1_base64="9yYAikf1pX5DM29qHuOAzH+cbuE="></latexit>

V = (v1,v2, . . . ,vp)
<latexit sha1_base64="lH1YJxH9AowiR2K0lExFpzrkryA="></latexit>

⇤ =

0

B@
�1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · �p

1

CA

<latexit sha1_base64="vLYlpKZWj+N4imIUd4Aj9zR4dkA="></latexit>

行列形式で記述する : ⌃V = V ⇤
<latexit sha1_base64="twnEkeoKapwxbdsv6a45SqOwqwg="></latexit>

#Vは直交行列 V TV = V V T = I
<latexit sha1_base64="yxz5zW9FRqpcKZKwRn5xVqZBm+Y="></latexit>
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対角化

スペクトル分解

V T⌃V = ⇤ =

0

B@
�1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · �p

1

CA

<latexit sha1_base64="UXUHYCXbmHIvn+FZFmB4npY//xI="></latexit>

⌃ = V ⇤V T =
pX

i=1

�iviv
T
i

<latexit sha1_base64="b1VfZnH5BWoDaWltxNUEpHyWMa0="></latexit>

#p個の行列の和に分解

#共分散行列を対角行列にする変換V


