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本日の内容

• ハンドル体結び目 

• 量子不変量の構成 

• 計算例



ハンドル体結び目



ハンドル体結び目

・ハンドル体の３次元球面への埋め込み

↪→
S3

・2つのハンドル体結び目は等しいとは、S3 

　のisotopyにより互いに移り合うときをいう 



空間3価グラフ

・3価の空間グラフを、有限3価グラフとループ 
  の3次元球面への埋め込みとする。ループに 
  は、頂点、辺は無いものとする。 



ハンドル体結び目との対応

・空間3価グラフからハンドル体結び目への対応

・複数のグラフが同一のハンドル体結び目に対応

≈

正則近傍



ハンドル体結び目との対応

・空間3価グラフを IH moveで割ることで 
  １対１の対応が出来る [Ishii] 

・空間3価グラフの射影図をライデマイスター 
  変形で割ることで１対１の対応が出来る [Ishii]

= {Diagram of Spatial Trivalent Graph}/{R1-R6}
{Handlebody Knot}



ライデマイスター変形（３価）

R1 R2 R3

R4 R5

R6



ハンドル体結び目の不変量



ハンドル体結び目の不変量

・空間グラフの射影図から得られる情報で 
　RI‐RVIで不変なものはハンドル体結びの 
  不変量となる。

•  Alexander Ideals 
•  Quandle cocycle invariants 
•  Quantum invariants by [Ishii and Masuoka] 

•  etc 



量子不変量

•  結び目 
–  Jones polynomial, HOMFLY polynomial, … 

•  空間グラフ 
– Yokota’s invariants, RelaKvisKc invariants, … 

•  ハンドル体結び目 
– Quantum invariants by [Ishii and Masuoka] 
– Quantum invariants via Yokota’s invariants 

・量子群の作用を通して定義される不変量 
　の総称



構成

•  カウフマン・ブラケット     （RII, RIII） 

•  空間グラフの横田の不変量       （RI ‐ RV） 

•  ハンドル体結び目の量子不変量       （RI ‐ RVI）〈 · 〉H

〈 · 〉Y

〈 · 〉



・S2上の閉曲線で、交点がすべて2重点であり上下の 
  情報を持つものに対して、次のように複素数値を対 
  応させる。　　 の値は、R2、R3変形で不変である。

カウフマン・ブラケット

書く。図では◯は 3次元球を表し、その外側では絡み目は一致しているとする。2つ目の式の右辺
では中に空の図式が入っている。
　なお、Aに別の値をとれば、その Aに関するスケイン空間を作ることも出来る。

= A + A−1 ,

= (−A − A−1) .

図 3 スケイン関係式

3次元球面 S3 上では、S3 が境界を持たないため、すべての枠付き絡み目はスケイン関係式によ
り空の図式に帰着される。よって、スケイン空間 S S3 は、空の図式により生成される 1次元複素
ベクトル空間となり Cと同一視できる。
　図式や図式の一部に対して、それを 〈・〉で囲むことで、その図式のS S3 上での値を表すことに
する。つまり 〈・〉は、カウフマン括弧 (Kauffman bracket)である。

3.2 Temperley-Lieb代数

境界に 2n個の端点を持つ、3次元球 D3 上のスケイン空間を考える。特にこれを 2つの向かい
合った辺に n個ずつの端点を持つような、長方形の形の射影図で表す (図 4左)。ここで、射影図
の弧の横に書かれている数字は、その弧がその数の分だけ平行に並んでいることを表す (図 4右)。
このスケイン空間は、スケイン関係式より、図式のうち交点や閉曲線を持たないすべての図式を基
底とするベクトル空間となっている。

, n = n

図 4 境界に 2n個の端点を持つ D3 上の枠付き絡み目の長方形への射影図

定義 3.2.1 (Temperly-Lieb代数：TLn)

　上で考えた、端点を向かい合う 2 つの辺に n 個ずつ持つ長方形の射影図は、2 つ並べてつなげ
るとまた同様に 2n個の端点を持つ長方形となる。この 2つの長方形をつなげる操作で積を定義す
ることにより、このスケイン空間に代数構造が入る。こうして出来た代数をテンパリ－リーブ代数
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A = e
πi
2rFix 3 ≤ r ∈ Z ,

= 1

= (−A2 −A−2)

〈 · 〉



　　　　　　　より、 　　　　　　　　　　　で定義される。

ジョーンズ・ウェンツル冪等元

・次のように帰納的に定められる、両端にn個の 
  端点を持つ図式（の線形和）を考える。

n  1

1
n

1 1

n n
n  1

= −∆n−1

∆n

n  1 =0

補題 3.3.2

　ハンドル体上の境界に 2つの端点を持つスケイン空間を考える。ω と、端点をそれぞれ別の方向
を回って結ぶ弧を持つこの空間上の 2つの元 a, bを考えると (下図)、その差は、図式に f (r−1) を
持ち外へ写像されたときには 0となる 2つの元の線形和で表されている。

a = 1 , b = 1

証明 3.3.3 　 [6]の 13章参照。 □

定理 3.3.3 (ハンドル－スライド (handle-slide))

　S S3 上の図式において、一部に ω が埋め込まれているとする。このとき、他の弧を、その ω の
周りを枠付けに沿って回るように変形しても S S3 での値は変わらない。各ループを S3 に埋め込
まれた種数 2のハンドル体上にあるように図式で表すと次の図のようになる。Tは任意の図式が入
る。この時、この種数 2のハンドル体はねじれたり、絡むように埋め込まれていても良い。
このような操作をハンドル－スライド (handle-slide)と呼ぶ。

T

=

T

証明 3.3.3 まず、Tの弧が 1本だけのときを考える。上の 2つの図で、右側の ω が絡んでいる部
分の円環面に注目すると、補題 3.3.2における a, bの図式を左に 90°横に傾けたものがそれぞれ対
応している。(左の図では、Tの弧を ω に近づけておく。また境界上の端点は上の図で 2つの円環
面が接合する辺りに取られている。) 両者の差は、f (r−1) を含む元で表され、S S3 で考えると 0
となるので、上の図で両者は一致している。
　 Tの弧が 2本以上平行に並んでいるものでもこの操作を繰り返し行うことを考えればやはり成
り立っている。 □

定理 3.3.4 (消滅式 (killing property))

　ジョーンズ・ウェンツル冪等元が埋め込まれた弧に ω が枠付き 0で絡んでいる時、

〈
n

〉
=






〈 〉
= N n = 0のとき

0 1 ≤ n ≤ r − 2のとき
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n ∆n :=・ ・

・

0 ≤ n ≤ r − 1∆r−1 = 0



Colored Graph

・0以上の整数をcolorと呼ぶ。グラフの辺、 
　ループにcolorを1つ対応させたグラフを 
　colored graph と呼ぶ。

0
2 5

3



Colored Graph

・3価のcolored graphの射影図を次のように 
　閉曲線の線形和と見なす。

n n

i

j k

i

x

yz

kj

x =
j + k − i

2

y =
i + k − j

2

z =
i + j − k

2

{



Colored Graph

•  Admissible 条件

0 ≤ i, j, k ≤ r − 2

i + j + k ∈ 2Z
0 ≤ i + j + k ≤ 2(r − 2)

i ≤ j + k, j ≤ i + k, k ≤ i + j
{i

x

yz

kj



基本的な値

i

j

k

∆i :=
〈 〉

i

θ(i, j, k) :=
〈 〉

If (i, j, k) is admissible, θ(i, j, k) is not zero.〈 〉
i

j k
l

mn
[

i j k
l m n

]
:=



横田の不変量

・　　を空間3価グラフ、　　をその射影図とす 
　る。　　に各頂点でadmissibleになるように 
　colorを入れる。このとき、次で与えられる 
　　　　 の値は、　　のR1~R5の変形で不変 
　である。ここで　　は　　の鏡像を表す。

Γ D

〈 · 〉Y

Γ

:= 〈D(i1, i2, . . . )〉
〈
D(i1, i2, . . . )

〉
∏

θ(ia, ib, ic)
3 colors of
vertices

D

〈D(i1, i2, . . . )〉Y

D
D

〈 〉

Y
=

i j
k

l
〈 〉〈 〉

i j
k

l i j
k

l

/θ(j, k, l)2・



横田の不変量

・横田の不変量は、任意のグラフへ次の式で 
　一般化される。

〈 〉
j

〈 〉

Y

∑

j

∆j=
Y

j
〈 〉

Y
= δ0j

〈 〉

Y

〈 〉
j k

Y
=

〈 〉

Y

δjk

∆j

j

[n価の頂点(n>3)]

[1価の頂点]

[2価の頂点]



∑

i1,i2,...

( ∏
∆is

)
〈D(i1, i2, . . . )〉Y

ハンドル体結び目の量子不変量

・　　を空間3価グラフ、　　をその射影図とする。 
　　　の各頂点で admissible になるようなcoloring  
　全てについて、次のように重み付けした横田の 
　不変量の和を取る。このとき、この値　　　　は、 
　　　のR1~R6変形で不変である。

Γ D
Γ

D

:=
colors

of edges

=
∑

i1,i2,...

( ∏
∆is

) 〈D(i1, i2, . . . )〉
〈
D(i1, i2, . . . )

〉
∏

θ(ia, ib, ic)colors
of edges 3 colors of

vertices
〈 〉

Y
=

i
k

l
〈 〉

H

j∑

i,j,k,l

∆j∆k∆l・

〈 · 〉H

〈D〉H



i

j j

i

k

ij
j i

k

〈 〉

局所変形の関係式

=

{
i j m
k l n

}
=

〈 〉

where

・

i j

kl

m
n

i j

l k

∑

n

{
i j m
k l n

}

[
i j m
k l n

]
∆n

θ(i, l,m)θ(j, k, n)

∑

s

{
i j m
k l s

} {
l i s
j k n

}
= δmn



ハンドル体結び目の量子不変量

・　　　　は、R6変形で不変である。〈 · 〉H

i

j j

i

k

〈 〉

ij
j i

k

〈 〉ij
j i

k

〈 〉

H

∑

i,···

∆i · · ·
θ(a, b, i)θ(c, d, i) · · ·

∆j

∆i

θ(a, b, i)θ(c, d, i)
θ(a, d, j)θ(b, c, j)

=

=

=

∑

i,j,k,···

∆i · · ·
θ(a, b, i)θ(c, d, i) · · ·

∑

i,j,k,···

∆i · · ·
θ(a, b, i)θ(c, d, i) · · ·

×

×

a b

cd

i

j k

ij
j i

k
〈 〉a b

cd

i

a

d c

b i

j j

i

k

〈 〉
a

d c

b

i

j j

i

k

〈 〉
j k

a

d c

b i

j j

i

k

〈 〉
a

d c

b

{
b c j
d a i

} {
a b i
c d k

}

{
a b i
c d j

} {
a b i
c d k

}



i

j j

i

k

〈 〉

ハンドル体結び目の量子不変量

・　　　　は、R6変形で不変である。(続き)〈 · 〉H

ij
j i

k

〈 〉

H

∑

i,j,k,···

∆j · · ·
θ(a, d, j)θ(b, c, j) · · ·

=

×

∑

j,k,···

∆j · · ·
θ(a, d, j)θ(b, c, j) · · ·

=
δjk

=
H

i

j j

i

k

〈 〉
j k

a

d c

b i

j j

i

k

〈 〉
a

d c

b

i

j j

i

k

〈 〉
j k

a

d c

b i

j j

i

k

〈 〉
a

d c

b

{
b c j
d a i

} {
a b i
c d k

}



不変量の性質

・鏡像を区別しない。 

〈 〉

H
A B

〈 〉

A
H

〈 〉

H

B=

・射影図にbridgeがあるとき、 



計算例



計算例

41

TC HC

51 64

From [Ishii, Kishimoto, Moriuchi, Suzuki]



基本的な値

x

y
zi

j

k

∆i :=
〈 〉

i
(−1)i sin

π
r (i + 1)
sin π

r
=

θ(i, j, k) :=
〈 〉

=
〈 〉

∆x+y+z!∆x−1!∆y−1!∆z−1!
∆y+z−1!∆x+z−1!∆x+y−1!

=

where ∆n! = ∆n∆n−1 · · · ∆0 and ∆−1! = 1.
If (i, j, k) is admissible, θ(i, j, k) is not zero.



基本的な値
〈 〉

i
j k
l

mn
[

i j k
l m n

]
:= = F !

E !

∑

c≤z≤C

(−1)z[z + 1]!∏
s[z − as]!

∏
t[bt − z]!

[n]! = [n][n− 1] · · · [1], [0]! = 1[n] =
A2n −A−2n

A2 −A−2

(
= (−1)n−1∆n−1

)
,

F ! =
∏

s,t

[bt − as]! , E ! = [i]![j]![k]![l]![m]![n]!

a1 =
1
2
(i + j + k), a2 =

1
2
(i + m + n), a3 =

1
2
(j + l + n), a4 =

1
2
(k + l + m)

b1 =
1
2
(i + j + l + m), b2 =

1
2
(i + k + l + n), b3 =

1
2
(j + k + m + n)

c = max{as}, C = min{bt}

where



〈 〉

局所変形の関係式

= (−1)nAn2+2n

〈 〉
n

〈 〉
n

(−1)j A2(n+1)(j+1) −A−2(n+1)(j+1)

A2(n+1) −A−2(n+1)=
〈 〉 〈 〉
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j

λij
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〈 〉
λij

k = (−1)(i+j−k)/2Ai+j−k+(i2+j2−k2)/2
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i j
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i j

k

〈 〉 〈 〉i j
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i j
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θ(i, j, k)
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δil
i

j

k

l i

where
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〈 〉

where
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∑

n
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i j m
k l n

}

[
i j m
k l n

]
∆n

θ(i, l,m)θ(j, k, n)



計算例：TC

〈 〉

H
=

∑

(i,j,k)

∆i∆j∆k

〈 〉
i

j

k Y

=
∑

(i,j,k)

∆i∆j∆k

θ(i, j, k)2

〈 〉 〈 〉
i

j

k

i

j

k

=
∑

(i,j,k)

∆i∆j∆k



計算例：HC

〈 〉

H

〈 〉 〈 〉

H H
=

=

〈 〉
=

〈 〉2 2i jr−2∑

i=0

r−2∑

j=0

r−2∑

i=0

∆2
i

r−2∑

j=0

∆2
j



計算例 TC と HC の比較

=
∑

(i,j,k)

∆i∆j∆k

r−2∑

i=0

∆2
i

r−2∑

j=0

∆2
j



計算例 : 41 
〈 〉

H
=

〈 〉〈 〉

=

∑ ∆i∆j∆k

θ(i, i, k)θ(j, j, k)

∑ ∆l1∆m1

θ(i, k, l1)θ(j, k,m1)

∑ ∆l1∆m1(λik
l1

)−2(λjk
m1

)−2

θ(i, k, l1)θ(j, k,m1)
=

=

=

(i, i, k)
(j, j, k)

l1,m1

l1,m1

〈 〉

〈 〉

〈 〉

i j

k k

j i

〈 〉
i j

k k

i

j

l1

m1

s1

t1

i

k

k
j

k

i

j

l1

m1

i

k

k
j

kk

k

i i

jj

∑

l1,m1

∆l1∆m1(λik
l1

)−2(λjk
m1

)−2

θ(i, k, l1)θ(j, k,m1)θ(k, k, k)

[
i k l1
k i k

] [
j k m1

k j k

]

∑

l1,m1
s1,t1

∆l1∆m1(λik
l1

)−2(λjk
m1

)−2

θ(i, k, l1)θ(j, k,m1)

{
i k l1
k i s1

} {
j k m1

k j t1

}



計算例 : 41 
〈 〉

H
=

〈 〉〈 〉
∑ ∆i∆j∆k

θ(i, i, k)θ(j, j, k)

=
∑ ∆i∆j∆k∆l1∆l2∆m1∆m2(λik

l1
)−2(λik

l2
)2(λjk

m1
)−2(λjk

m2
)2

θ(i, i, k)θ(j, j, k)θ(i, k, l1)θ(i, k, l2)θ(j, k,m1)θ(j, k,m2)θ(k, k, k)2

(i, i, k)
(j, j, k)

(i, i, k)
(j, j, k)· · ·

i j

k k

j i

×
[

i k l1
k i k

] [
i k l2
k i k

] [
j k m1

k i k

] [
j k m2

k i k

]



計算結果表

r

3  4 4 4 4 4

4 16 16 16 16 16

5 52.3606797 52.3606797 84.7213595 32.3606797 32.3606797

6 144 144 216 144 144

7 345.654799 345.654799 499.485657 376.122887 376.122887

A = e
πi
2r3 ≤ r ∈ Z ,

41TC HC 51 64


