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. . . . . .

はじめに

研究動機
結び目Kの genus g(K)とは, ∂Σ ≈ Kとなる Seifert surface Σの
genusの最小値として定義されている.
Kの図式Dがあれば, Seifert algorithmによって Seifert surfaceが張れ
るので g(K)の上からの評価を与える.
[Turaev 2010]では, DではなくDから得られる knotoid diagram D◦

というものを使うと g(K)の良い評価が得られる例があった.
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. . . . . .

はじめに

今回お話する内容は

...1 knotoid diagram D◦を使うと, もとの図式Dよりも g(K)について
常に悪くない評価を与える.

...2 その評価を実現する新しい図式 D̃をDから作る方法.

...3 いつ「悪くない評価」が真に良い評価になるのか.

です.
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. . . . . .

Knots

.
Definition 1
..
......knot Kとは embedding S1 ↪→ R3である.

.
Definition 2
..

......

Kの knot diagram DとはKをある平面上に, 以下のように射影したも
のである.
・交差は２重点のみとする.
・接点は作らないようにする.
・交点の上下の情報を記す.
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. . . . . .

Knots

.
Definition 3
..

......

The canonical Seifert surface ΣDとは, Kの図式Dに
Seifert algorithmを施すことによって得られる, 連結で向き付きな
∂ΣD ≈ Kであるような R3内の曲面のことである.

.
Lemma 4
..

......

ΣDの genus g(ΣD)は, Dの交点の個数を n, Seifert circleの個数を sD
とすると

g(ΣD) =
n − sD + 1

2
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. . . . . .

Turaev’s Knotoids

.
Definition 5 (Turaev 2010)
..

......

knotoid diagramとは, 以下のような immersion f : [0, 1] ↬ R2である.

・接点はない.
・交差は横断的な２重点のみ.
・交差には上下の情報を記す.
　
また, f(0)を leg, f(1)を headと呼ぶ.

123 67
8Æ ÆPQ
DÆB

.
Remark 6
..

......

今回のお話では, Dの over-bridge（または under-bridge）を取り除いた
knotoid diagramについて考えていく.
このD◦

Bはそのようにして 820から得た knotoid diagram.
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. . . . . .

Turaev’s Knotoids

.
Definition 7
..

......

D◦に対して, 以下の様に“ Seifert algorithmのようなこと”をして得ら
れる曲面をΣD◦ とする. ただしD◦は R2 ⊂ R3にあるものとする.

...1 全ての交点に smoothingを行う.

...2 Seifert circle には disksを貼り, さらに intervalに沿って bandを
貼る

...3 各交点に対応する部分に half-twisted bandを貼り付ける.
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. . . . . .

Turaev’s Knotoids

1234 567
8B
D

123 67
8Æ ÆPQ
DÆB

PQ
.
Remark 8
..

......

この方法は ∂ΣD◦ ≈ Kとなるような作り方になっているので, D◦から
でもKの Seifert surfaceが得られる.
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. . . . . .

Turaev’s Knotoids

.
Lemma 9
..

......

n交点を持つ knotoid diagram D◦の genus を g(D◦)
def
= g(ΣD◦)と定義

すると,

g(D◦) =
n − sD◦ + 1

2

ただし, sD◦ =(Seifert circleの数)+1　
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. . . . . .

やりたいこと

　　

1234 567
8B
D 　　

123 67
8Æ ÆPQ
DÆB

Example

n = 8, sD = 3, g(D) = 3　　　 n = 6, sD◦
B
= 3, g(D◦

B) = 2
　

g(D) ≥ g(D◦)が常に成り立っているか？　−→YES
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. . . . . .

∼証明の流れ∼

1234 567
8B
D

1234 567
8B � �
D�B

123 67
8Æ ÆPQ
DÆB
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. . . . . .

Preliminaries

.
Definition 10
..

......

n個の交点を持つDに対してDのGauss diagram GDとは以下の様な条
件を持つ, 向き付きの円周（Dの逆像）である.
　
・chordsによってDの各交点の逆像をつなぐ.
・chordsには上の交点から下の交点に向かって向きを付ける.
・chordsには+か−の符号を, Dの交点の符号によって付ける.

　　　

1

2

3

Figure: D

　　　

��� �11 2�2
�3 3

Figure: GD
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. . . . . .

Preliminaries

.
Definition 11 (Stoimenow, Tchernov and Vdovina 2002)
..

......

Dの Gauss diagram GDの canonical surface ΣGD とは以下の様に構成
した曲面とする. 　
・annulusに GDの chordsの様に bandを貼る. この曲面をΣ′

GD
とする.

　
・このΣ′

GD
の外側以外の全ての境界に disksを貼る.

　　　

��� �11 2�2
�3 3

Figure: GD

　　　

Figure: Σ′
GD
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. . . . . .

Preliminaries

.
Definition 12
..

......

Gauss diagram GDの cycleとは以下のようにして得られる列とする.
...1 ある chordの一方の端点から, もう一
方へ渡る.

...2 円周の向きに沿って進み次の chordの
端点へ行く.

...3 その操作をもとの端点が来るまで繰り
返す. 　　

��� �11 2�2
�3 3

※ cycleの数は貼る disksの数になっている.
※各 chordは全 cycle中に合計２回ずつ現れる（「aa」と「aa」が一回　
　ずつ）.
Example

この図の cycleは [112233]と [112233].
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. . . . . .

Preliminaries

.
Lemma 13 (Stoimenow, Tchernov and Vdovina 2002)
..

......

GDを n本の chordsを持つGauss diagram,
sGD をGDの cycleの数とすると,
　

g(ΣGD) =
n − sGD + 1

2

.
Proof.
..

......

1 − 2g(ΣGD) = χ(ΣGD) = (annulus) + (bands) + (disks)

= 0 + (n − 2n) + sGD

= −n + sGD
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. . . . . .

Preliminaries

.
Lemma 14 (Stoimenow, Tchernov and Vdovina 2002)
..

......
Knot diagram Dに対してΣD ≈ ΣGD である.

.
Proof.
..

......

Dの交点の数を nとする.

g(ΣD) =
n − sD + 1

2

g(ΣGD) =
n − sGD + 1

2

1

2

3

sD = sGD より g(ΣD) = g(ΣGD) ��� �11 2�2
�3 3
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. . . . . .

Virtual knots and the Gauss diagrams.

.
Definition 15
..

......

virtual knot diagramとは以下のような immersion S1 ↬ R2である.
・接点はない.
・交差は２重点のみ.
・すべての交点は上下の情報を記した real crossingsと, 記されていない
　 virtual crossingsで描かれる.

1

2

3

Figure: virtual knot diagram
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. . . . . .

Virtual knots and the Gauss diagrams.

※Virtual knot diagram D•のGauss diagramは virtual crossingを無
　視して構成する.
.
Definition 16 (Stoimenow, Tchernov and Vdovina 2002)
..

......

D•の canonical surfaceをΣGD• と定義する.

またD•の genus g(D•)
def
= g(ΣGD• ) とする.

　　　

1

2

3

Figure: D•
　　　

�� �11 2
�2

Figure: GD•
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. . . . . .

1234 567
8B
D

　 n = 8, sD = 3,
　　 g(D) = 3

1234 567
8B � �
D�B

　 n = 6, sD•
B
= 3,

　　 g(D•
B) = 2

123 67
8Æ ÆPQ
DÆB

　 n = 6, sD◦
B
= 3,

　　 g(D◦
B) = 2

g(D) ≥ g(D•
B) = g(D◦

B)
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. . . . . .

証明の準備１

.
Proposition 17
..

...... g(D•
B) = g(D◦

B)

.
Proof.
..

......

GD•
B
の chordsの数とD◦

Bの交点の数は同じ.
また sGD•

B
= sD◦

B
より,

g(D•
B) = g(D◦

B)
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. . . . . .

証明の準備１

. . .

D•

B
GD

•

B

. . .

D◦

B
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. . . . . .

証明の準備２

.
Lemma 18
..

......

GDを n本の chordsを持つGauss diagramとする.
G′

DをGDからある一本の chordを抜いた n − 1本の chordsを持つ
Gauss diagramとする. このとき

g(GD) ≥ g(G′
D)

Proof 各 chordは全 cycle中に合計二回ずつ現れるので, 以下のように場
合分けを行えばよい.
　
（イ）抜く chordが一つの cycleに二回現れるとき ([. . . aa . . . aa . . . ])
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　=⇒ g(GD) > g(G′

D)
（ロ）抜く chordが二つの cycleに現れるとき ([. . . aa . . . ], [. . . aa . . . ])
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　=⇒ g(GD) = g(G′

D)
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. . . . . .

証明の準備２

（イ）抜く chordが一つのに二回現れるとき.
　

f(w1)

l(w3)

l(w1)

f(w2)

f(w3)

l(w2)

a

b

c

l(w1)

f(w2)

f(w3)

l(w2)

α

α

α = [w1, a, b, w2, b, a, w3] [w1, w2], [w2]

l(w3)

f(w1)

g(G′) =
(n − 1) − (sD + 1) + 1

2
=

n − sD + 1

2
− 1 = g(G) − 1
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. . . . . .

証明の準備２

（ロ）抜く chordが異なる二つの cycleに現れるとき.
　

l(w4)

f(w5)

f(w7)

l(w6)

a

b

c

l(w4)

f(w5)

f(w7)

l(w6)

γ

β

β = [w4, a, b, w5], γ = [w6, b, a, w7] δ = [w4, w7, w6, w5]
　　

g(G′) =
(n − 1) − (sD − 1) + 1

2
=

n − sD + 1

2
= g(G)

□
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. . . . . .

Turaevの例の証明

.
Proposition 19
..

...... g(D) ≥ g(D◦
B)

.
Proof.
..

......

g(D◦
B) = g(D•

B) = g(GD•
B
) ≤ g(GD) = g(D)

　
⋄では g(D◦

B) = g(D̃)となるような knot diagram D̃が作れるか？

−→YES　　
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. . . . . .

THE BRIDGE-REPLACING MOVE

.
Definition 20
..

......

Dを over-bridge (または under-bridge) B をもつ knot K の diagram
とする.
この (D,B)に対して, the bridge-replacing move を以下の様に定める.

...1 knotoid diagram D◦
Bを考える.

...2 D◦
Bの smoothing によって得られる leg P から head Q への

Seifert interval を Jとする.
...3 D◦

Bに新たな over-bridge (または under-bridge) B̃ をQから Pへ
付け加える. ただし, B̃は

...1 Jを含む arc とのみ交差するものとする.

...2 可能な限り, Jの右側（または左側）に沿うようにする.

この新たなKの diagram D◦
B ⨿ B̃ を D̃Bとする.
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. . . . . .

THE BRIDGE-REPLACING MOVE

1234 567
8B
D

PQ ~B
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. . . . . .

THE BRIDGE-REPLACING MOVE

.
Lemma 21
..

......

Dを over-bridge (または under-bridge) B をもつ knot diagram とする.

g(D̃B) = g(D◦
B)

.
Proof.
..

......

B̃が k回交差しているとする. Seifert interval Jと B̃の向きから, D̃Bの
Seifert circleは Jのかわりに (k + 1)個できる.

g(D◦
B) :=

n − sD◦ + 1

2

g(D̃B) =
(n + k) − (sD◦ + k) + 1

2
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. . . . . .

THE BRIDGE-REPLACING MOVE

.
Theorem 22
..

...... g(D) ≥ g(D̃B)

.
Proof.
..

......

g(D) ≥ g(D◦
B) = g(D̃B)

　
⋄ではいつ真の不等号「>」が成り立つのか？
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. . . . . .

Knot diagram 上での必要十分条件

.
Proposition 23
..

......

g(D) > g(D̃B) ⇐⇒knot diagram Dの bridge-replacing move で架け
　　　　　　　　　替える brigde Bが bypassを持つ

　　

1234 567
8B
D
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. . . . . .

Gauss diagram上での必要十分条件

.
Proposition 24
..

......

Dを over-bridge（または under-bridge）Bを持つ diagramとする.
また, v0, . . . , vk+1をGDにあるB上の交点に対応する chordsの端点の
labelとする. このとき

g(D) > g(D̃B) ⇐⇒GDのある cycle αがα = [. . . vivi+1 . . . vjvj+1 . . . ]

ただし, 0 ≤ i, j ≤ kで i ̸= j

proof
cを v0, . . . , vk+1を端点に持つGDの chordsとし,
G′

DをGDから cをすべて取り除いたGauss diagramとする.
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. . . . . .

Gauss diagram上での必要十分条件

α = [. . . vivi+1 . . . vjvj+1 . . . ]
　
であるとき, G は図のようになって
いる.

vi

vi+1vj

vj+1

α
α

　
このとき, bridgeの chordsで端点の両脇が二つの cycleになっているも
のを 1つ１つ全て取り除くことを考えると, （ロ）よりある一つの cycle
にすることができる.
従って残った chordsの内 1つ取り除くときは必ず（イ）の状況がおこる.
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. . . . . .

Gauss diagram上での必要十分条件

(=⇒)

g(D) > g(D̃B) ⇐⇒ g(GD) > g(GD•
B
)

よって Lemma 19より示される.
　
(⇐=)

g(GD) > g(G′
D) = g(D•

B) = g(D◦
B) = g(D̃B)

□
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. . . . . .

Example

.
Remark 25 (Stoimenow 2008)
..

......

knot 16686716 (in the Hoste-Thistlethwaite knot table)の knot genus
はまだ 2か 3か決定していない.

　

Figure: HT

　

Figure: HT’

　

Figure: HT’から得られ
る genusが 3の diagram
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. . . . . .

計算機による実験

Bridge-replaceing moveはすべてGauss Codeの言葉に翻訳できる. こ
れを元に次のようなプログラムを作り1, genus 2の diagramを探した：

...1 与えられたGauss Codeの中からすべての over-/under-bridgeを探
索, bridge-replacing moveを行い, 新しいGauss Codeを得る. ま
たその genusを求める.

...2 得られた新しいGauss Codeに対して同じことを行う. 繰り返す.

結果として, genus 2 の dia-
gramは得られなかったが, この
プログラム（+αの工夫）によ
って, 右のような genus 3を持
つ最小交点の diagramが発見で
きた：

Figure: 16交点, genus 3の図式
1佐々木潔氏による Pythonスクリプト
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. . . . . .

ちょっと面白い点 — 収束性？

このプログラムによって再帰的に bridge-replacing moveを行っていく
と, 交点の数がどんどん増えていくので, 計算は「発散」する（10世代目
くらいで PCがハングした）.
そこでプログラムの 1⃝と 2⃝の間に, 以下のような交点を減らすmove（に
対応するGauss Codeの変形）を挟むことにする：

Figure: これらは向きによらず diagramの genusを増やさない

この改良したプログラムを使うと, 例えば, HTの図式は 3世代目以降,
HT’の図式は 4世代目以降, どの over-/under-bridgeに関してmoveを
やっても図式が変化しなくなるという「収束性」が確認できた.
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. . . . . .

今後

.
Remark 26
..

......

少なくとも実験を行った範囲ではどんな knot diagramも
bridge-replacing moveに関して「収束」する.

課題 1：上の「収束性」はおそらく証明できそう？
...1 与えられた diagramが何世代目で収束するか
...2 収束した世代には何種類の diagramが現れているか
...3 それらの genusの最小値はいくらか

などはすべて元の図式の不変量になるのではないか？

課題 2：交代結び目の非交代図式に bridge-replacing moveを施していく
と必ず交代図式が得られるのか？☞ 現在, 二橋図式について研究中.
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