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Finite TirrBe Extinction of Historical SuperprOcess

Related to Stable Measure

安定測度に関連するヒストリカル超過程の有限時間消滅性

:コDOKU(SaLama un市 ersLy) 道工 勇 (埼玉大学教育学部)

1.  Superprocess with]Branching Rate Fultlctional

ヽヽ石e intrOduce the superprocess、、アith branching ratie functiOnal,恥アhich fOrHIs a gen―

eral class of lneasure―valued branching帥IarkOv prOcesses恥アith difFusion as a under―

呼illg Spathl motbn.ヽヽ石e wttte as(μ,メ)=メ メ冴μ・For dmphcity,ArF=Aィ F(Rど)

is the space of flniteコneasures on瓜どど.]Denne a second order elliptic difFerential

operatorろ =;▽ ・a▽ 十b・▽,and a=(at」 )iS pOSitive deinite and we assume

that aを」,bを∈θ
l,ε=σ l‐ε(Rど).Here cl'C indicates the totality of all Hblder con―

tinuolls fllnctions with index c(0<ε ≪ 1),allowing their irst Order derivatives

to be 10cally Hblder continuolls.{て ,Πs,a)indiCates a corresponding五 ―difFusion.

Iヽoreover CAF stiands for cOntinuous additive fll1lctiona,1.Let(7(With 9>0)

denote the Dynkin class Of 10cally admissible CAF's with index q l101・ 恥/hen we

、vrite Db as the set Of 190unded cOntitlluous functiOns on Rd, then こブデ
~ iS the set of

positivc members in a.The process(ズ ,Psp}is said tO be a 5切 Pcγ P7じ CC55御 づれ

b陶 れcん li72夕 胸 サC拘 れCttθ ttaJ【 or simply(ろ ,て ,μ )―
【sttPCttTθ CCSS tl倒 (111,障 1)if χ

 iS a

continous A作―vallleO time_inhomogeneous Markov process with Laplace fLlnCtional
l P s ,μc ~ |▼せマ) = c― (μ,υ( Sヤ) ) f o r  O≪ 5≪ 古,μ ∈ ■イF  a n d解 ∈ Cか H e r e  υ i s  u n i q u e l y

deternlined by the log―Laplace equation

聯0=にいLar焔うKら 0≪5≪ちa∈ぽ.o
2 .   A L S S O C i a t e d  H i s t o r i c a l  S u p e r p r o c e s s

The histOrical sllperprocess was initially studied by Dynkin(1991)[91(Cf・Dawson_

Perkins(1991)[41).C denotes tlle space of contilluolls patlls on Rだwith tOpology

o f  u n i f O r l l l  c O n v e r g e n c e , T o  e a c h碑∈C a n dサ>0, w e  w r i t eげ ∈C a s  t h e  s t O p p e d

path of lD.ミ ミ denote by Ct the totality of all these paths stopped at む. To

every lり∈C、、アe associate the corresponding stopped path trajectory Ltl deined by

おt=げ (サ≧0).The inlage of L―dirusion tt under the map:切→ あis called the

L _ a t t sゥ θt t  P aれP rθc c s s , M O r e o v e r , w e  d e i n e  C益 = { ( 5 )切 ) : 5∈ R十 ,切 ∈ C t t  a n d

、アe denOte by■ イ(C益 )the Set of nleasures η On C益 、
アhiCh are flnite, if restricted

tO a inite time interval.Letてbe a positive CAF of ξ,{ズ,Ps,μ}is said tO be
a Dynkin's んぢsをθTづca′5化tpcTprθcc55 if)f is a tinle―inhonlogeneous A,larkov process

with stateズ サ∈ ■作 (Cと),古 ≧ S,With Laplace fllnctiOnal ps,μ c_ば t,マ)=c― 竹ぅ。(S,t)〉



fOr O≪ 5≪ む,μ ∈ MF(CS)and解 ∈ θ声(C),Where υ  is

the log―Laplace equation

uniquely deternlined by

υ2(T,3)そ(冴γ), 0≪ 5≪ サ, 切sc C S . ( 2 )

ヽヽ石e call thisズan associted historical superprocess in Dynkin's sense pl,151.

3. Superprocess Related to Random Measure

Suppose that p> 冴, and let φp(r)be the reserence function. σ denotes the space

of continuous fllnctions on R】,and deineら=げ ∈σ:|メ|≪σメ
・φp)ヨθメ>0),

ヽヽ石e denote by:叱,the set of non―negative measures μ on Rど,Satistting(μ,φp)<∞ ・

It is called the space of p―tempered】measures.ヽヽ砲deflne the continuous additive

fllnctionalズη ofてbyズη=(7,δ密にT))冴T fOr町∈lち.Thenズη={ズ♂;サ≧0}
is said to be a measure―協lued difFusion with branching rate functionalズちif fOr

μ ∈ A作 ,ジr satisies the Laplace functiOnal P督 ,μ
C~(ズr,の =c一 し,ど仲))for解 ∈ c声 ,

where the function υ is uniquely deternlined by

Hs,a夕にt)=υ(5,a)十 υ2竹,ξr)らはり, (0<5≪ を,acR】).

A s s u m e  t h a t冴=l a n d  O <ノ <1. L e t人 三人(冴露)be t h e  L e b e s g u e  m e a s u r e  o n  R ,

and let(7,P)be the Stable random measure on R with Laplace ftlnctional

P c ~伸'=e x p {―

/ヴ
竹)人何り

},マ
∈C伊・   律 )

Let p>ノ
~l in what follows.ヽ

Ve consider a positive CAFズ γ(ω)of ξ for P―a.a.

ωo So that,thanks to Dynkin's general fOrmalism l101,there exists an(ろ,ズγ,μ)―

superprocessズγ 恥「hen、ve adopt a p―tenlpered nleasure 3/for ズη instead of η, as

far asズ7 may liein K?(∃9>0).

4. Historical Superprocess Related to Random Measure

As for the historical superprocess associated、、アith the superprocess'Vγ related to

randolll llleaSure,恥アe can prove the follo恥「lng,

THEOREM l.Lc渉 ズ γ ♭c a pθ 5筋 υc a4ダ ザ ξ 物れ 9れ れ CD伊 角れ協 cJa55 Kq.T72cれ

サんctt c何 づ5佑 aん づ5サθTぢcaF 5Ψ c攣 仰 cc55 Xγ =(ズ 7,Pュ
μ,5≧

0,μ ∈ AイF(C5)}れ むんc

Dy陀 んれ scttsC.免 拘 Cむ,Xγ づsaむ づ胸 c―れ んθ胸 り cttCθ勧5 Mattθ υ pttccss切 ぢむん sむaサc

叉TC」 イヽF(Cり ,サ ≧ S,切 材ん あり Facc角 協CサぢθttaJ p留 ,μ exp{一 (文 P,7)}=C~竹
'υ仲)を))ル r

O≪ S≪ サ,μ ∈ ArF(cS)a角 冴 ψ ∈ q声 (C),切 んCtt υ ぢ5勧 角竹伍c物 冴CむCr772れ C冴 ♭ダ れ c

↓θ9-あ apFacc c?竹 aむぢθ協

2(r)3)て
γ(ω;冴T), 0≪5≪サ, 切sC C5,(5)

2

L%ぬ=崎けLttr

つ
じ叱ar

だ

と

υH5,切sマ(てt)=」(5,tt15)十11s,切s



THEOREM 2.S化 ↓ppθ 5cサ んaサ p> 1/ノ and冴 = 1・ Lcむ μ ∈ ArF航 むん cθttpacサ

5叩 pθrむ・ 助 C角 サんcん づ5サθTづca7 5叩 c甲 仰 cc55 χ
守 切材ん b胸 協cんぢ町 陶 サcヵ 句cサぢθttaJ」竹

冴づcs θ切サル r炉 航 サCサあ胸 c切 あサん pttθbabづ」づ物 θttC・ Tん aサ 佑 サθ say,

P一a.a.7, P3)μ(ズヌ=0, ∃古>0)=1.       (6)

ExAMPLE.For冴=1、a=l and b=0,スP is a stable catalytic SBA4t.This was
initially constructed and investigated by Da、アson―Fleischmann―Mueller(2000)レ1.

As a matter of fact,the above result yields frolll the following:

PROPOSITION 3.員 ,Ta炉 密ctt Sattp′cγ (ω)

lim P3,μ(ズP≠O and Supp(ズr)⊆C【)=o.      (10)
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The expected vOlume of Wiener sausage

joining the Origin tO a pOint outside a

K.UCHIYAMA(TOkyO Institute of

for BrOwnェ an bridge

parabOlic region

Technobgy)

1.NoTATION.

冴
ノ=夢 ~1

ぱ (密,古i a )

(が=1,2,…。)i f=infヤ>0:lβ声|≦a)(a>o,x∈Rり1;

=詠・f割 口 対>分 瓦のω =例 花 物 .

Aνし)=幸
鞍券
し>の2;Aνω)=騨 Aνし).

2 . D E N S I T Y  O F  H I T T I N G  D I s T R I B U T I O N .

Theorem l あ cむび>o.動 c角,切ル 胸物ル 何>a tt δ,asむ→ ∞ク

がOc名初 =設 句
仔 )押

OF-0判
い 0

aれ冴

陥切=貯)押ω襴 い0

(冴≧3) (1)

( 2 )(冴=2).

REMARK l.A weaker ttrsion of the result abOve is given ill[ユ
l:the upper and lower

bounds by some cOnstants are obtained instead Of the exact ttctOr(1+θ
(1)).For each

密>a nxed the result alsO is given in 121 but with some cOemcient being not explic北 .(2)
resthcted to the parabohc rむOn釘<預 おa consequence of the results h凹(c).For
the randOIIrl、ァalks the results correspOnding tO (1)and (2)(rather iner)but restricted

within the parabolic regiOn are given in i41(b).

Theorelm 2 貝 9T cacん 冴 =1,2,… .,切式 OT胸 物 乃 r打 >a,a5サ ↓ o

的 の
=崩

キ 甲 ) 0側

″

O帥 〕
・

RE M A R K  2 ( S c a l i n g  p r O p e r t y ) .  。
(″,をiα) =α

~ 2。

(冴/ a ,サ/ a 2 ; 1 ) .

3.VoLUME OF SAUSAGE.

Let Sta)be the region s、vept b)アthe ba11 0f radius a>o attached tO βP at its center
as 5 runs fronl o tOむ:

Ha)={xcR』:lβ『―xl≦a forsome s∈10,司}.
TheOrem 3 F/ど≧3,

引 硫 1】(Hの ) I B P = x l = aゴ
ー2古
Aン( 0 ) ( 1 +ο( 1 ) ) a 5古 → ∞ ,密 /サ→ 0.

T72づs as伊物pサθむぢC ttT物竹Faゲ rc5サTづcむc冴サθむんc陀 "θ句 IXI>v行 んθ筋5 aJsθ ttr冴 =2,

IBチiS a冴_dinlensional standard Brownian ll10tiOn started at x.
2に
v is the lnodifled Bessel functiOn of secOnd kind Of Orderフ.



T h e o r e m  4 (μ l ( d ) )あ Cサ冴
=2 .乃 T  c a cんr l r > 1 ,例 挽 rt t Jグル lx l≦Ⅳ 預 ,a 5む → ∞

帥 駅 抑 ぼ
=対 =勿 戒ハ【桁7aゎ 十

議 「

g(夢 ダ↓了)十
錦

‖

十 四 軌

切ん倒昭 A【入),入≧ 0佑 夕わCt t  a拘冴a冴例づむ5むんcル 7Jθ航角p a 5伊胸pむθサぢc c t t a角5 oθ紀

N側=が古詳キ等=ふ一嵩ァ十… ras人→∞ノ,3
4.RANGE OF PINNED RANDOM WALK.

L e t進乳 =ズ 1 +…
・十 九孔 be  a  r a n d O m  w a l k  i r r e d u c i b l e  o n  Z 2  a n d  O f  m e a n  z e r o . F o r

入∈ R 2 , p u t  φ (入) = l gゴ 降
入メll  a n d  f O r  μ∈ R 2 1 e t  C (μ) b e  t h e  v a l u e  o f  t t  d e t e r m i n e d  b y

Ⅵ 刈
ほ の
三μ      0

C(μ)iS Well deined if μ is an interior point of the image set▽φ(E)of E=(人 :
E[|ズ11C入
・ズ11<∞
}・Let 9 be the cOttriance matrix ofズl andれ(角)t)he probability

that the walk returns to the origin for the irst time at theれ―th ttep(句≧1),Put

〃0)=Σ Eれ 仕)(1 - Cた
択(Pl l l ,名 =‖(Slド地,…"朝 .

ん=1

Theorem 5 Sttpθ scむんa↓φ(入)<∞ あa ttCぢ夕んbθTんθθ冴
Cθ輌けPacむ scを cθηサaづ陀c冴 ぢ協 とんcづ 純サcrぢθr qメ E.Tん c句ク

げ れC θTづ"竹 a角冴′Cサズ bc a

a5 1μl→ 0

a協 冴,切 "μ T胸 物 乃 TX∈ Z2saサ づ占乃 れ ダ x/れ ∈ ズ a陀 冴 lxl≧ v寛 ,4

駅ガ=王可ま告挙4ちと巧万
+0(恵
百十下戸)

垣Ъ
レ
孔
1軌
=封 三角駅 初 +0( ) a s  r L → ∞ .
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ON SPECTRAL BOUNDS FOR SYMMETRIC MARKOV
CHAINS WITH COARSE RICCI CURVATURES

KAZUHIRO KUWAE
(KUMAMOTO UNIVERSITY)

1. Coarse Ricci curvature

Throughout this talk, let (E, d) be a Polish space with complete dis-
tance d and N0 := N∪{0}. Denote by P p(E), the family of probability
measures on (E, d) with finite p-th moment. We consider a conservative
Markov chain X= (Ω, Xk, θk, Fk,F∞, P x)x∈E with state space (E, d).
Then the transition kernel P (x, dy) (or Px(dy) in short) of X defined
by P (x, dy) := P x(X1 ∈ dy), x ∈ E satisfies

(P1) for each x ∈ E, B(E) ∋ A 7→ P (x,A) is a probability measure
on (E, B(E)).

(P2) for each A ∈ B(E), E ∋ x 7→ P (x,A) is B(E)-measurable.

Conversely, for P (x, dy) satisfying (P1) and (P2), we can construct
a conservative Markov chain X such that P (x, dy) = P x(X1 ∈ dy),
x ∈ E. We set Pf(x) :=

∫
X

f(y)P (x, dy) = Ex[f(X1)] for any non-
negative or bounded B(E)-measurable function f on E. For n ∈ N, if
we set P nf(x) := P (P n−1f)(x) inductively, then P nf(x) = Ex[f(Xn)]
and P n(x,A) := (P n1A)(x) = P x(Xn ∈ A). For any non-negative
measure ν on (E, B(E)) and n ∈ N, we define a measure νP n by
νP n(A) := 〈ν, P n1A〉 :=

∫
E

P n(x,A)ν(dx) = P ν(Xn ∈ A), A ∈ B(E).
Note that δxP

n = P n
x , x ∈ E.

We further assume the following condition to X:

(P3) for each x ∈ E, Px ∈ P1(E).

For µ, ν ∈ P1(E), the L1-Wasserstein/Kantorovich-Rubinstein dis-
tance dW1(µ, ν) is defined by

dW1(µ, ν) := inf

{∫
E×E

d(x, y)π(dxdy)

∣∣∣∣∣ π ∈ Π(µ, ν)

}
,

where Π(µ, ν) := {π ∈ P(E × E) | π(A × E) = µ(A), π(E × B) =
ν(B) for any A,B ∈ B(E)}.

Definition 1.1 (Coarse Ricci Curvature, Ollivier(09)). For a pair of
distinct points x, y ∈ E, the n-step coarse Ricci curvature κn(x, y) of
X along (xy) is defined to be

κn(x, y) := 1 −
dW1(P

n
x , P n

y )

d(x, y)
, (x, y) ∈ E × E \ diag

Date: December 18.
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and κn := inf{κn(x, y) | (x, y) ∈ E × E \ diag} ∈ [−∞, 1] is said to be
the lower bound of the n-step coarse Ricci curvature. When n = 1, we
write κ(x, y) (resp. κ) instead of κ1(x, y) (resp. κ1).

Definition 1.2 (Vertical Geodesics). Let (Y, dY ) be a 2-uniformly con-
vex space. Take a geodesic η with a point p0 on it and another geodesic
γ through p0. We say that γ is vertical to η at p0 (write γ ⊥p0 η in
short) if for any x ∈ γ and y ∈ η, dY (x, p0) ≤ dY (x, y) holds.

(B) Let γ and η be unit-speed minimal geodesic segments such that
γ intersects η at p0. Then γ ⊥p0 η imlies η ⊥p0 γ.

Definition 1.3 (Convex Geometry, see Kendall(90)). Let (Y, dY ) be
a geodesic space. For a q ≥ 1, (Y, dY ) is said to satisfy convex geom-
etry with index q ((CG)q in short) if there exists a symmetric convex
function Φ on Y × Y with C > 0 such that

C−1d q
Y (x, y) ≤ Φ(x, y) ≤ Cd q

Y (x, y)(1.1)

and diam(Y ) < ∞ if q > 1.

Definition 1.4 (Variance). Fix p ≥ 1, µ ∈ P(E), a metric space
(Y, dY ), a non-negative symmetric function Φ on E × E vanishing on
the diagonal and u ∈ Lp(E, Y ; µ). The p-variance VarΦp

µ (u) of u is
defined by

VarΦp

µ (u) := inf
y∈Y

∫
E

Φ p(u(x), y)µ(dx)(≤ ∞).

The quasi p-variance Var
Φp

µ (u) is defined by

Var
Φp

µ (u) :=
1

2

∫
E

∫
E

Φ p(u(y), u(x))µ(dx)µ(dy)(≤ ∞).

We easily see VarΦp

µ (u) ≤ 2Var
Φp

µ (u). When we consider the case

Φ = dY , we simply write Var p
µ(u) (resp. Var

p

µ(u)) instead of VarΦp

µ (u)

(resp. Var
Φp

µ (u)). When p = 2 with Φ = dY , we write Varµ(u) :=

Var2
µ(u) and Varµ(u) := Var

2

µ(u), and call them simply variance, quasi
variance, respectively.

Definition 1.5 (Energy of Maps). Take m ∈ P(E) and let X be an
m-symmetric Markov chain and (Y, dY ) is a metric space. For u ∈
L2(E, Y ; m),

E(u) :=
1

2

∫
E

∫
E

d 2
Y (u(y), u(x))P (x, dy)m(dx)

is said to be energy of u with respect to X.
2



2. Main results

In this section, we fix p ≥ 1 and assume m ∈ P(E) and supp[m] = E.

Theorem 2.1 (Non-linear Spectral Radius of P on Lp(E, Y ; m)/{const}).
Let X be an m-symmetric Markov chain on (E, d). Assume m ∈ Pp(E)
and κ ∈ R. Let (Y, dY ) be a complete separable 2-uniformly convex
space satisfying (B) and (CG)q for some q ≥ 1. Then, we have

lim
ℓ→∞

(
sup

u∈Lp(E,Y ;m)

VarΦp

m (P ℓu)

VarΦp

m (u)

) 1
pℓ

≤ inf
n∈N

(1 − κn)
1
n ∧ 1,(2.1)

lim
ℓ→∞

(
sup

u∈Lp(E,Y ;m)

Var
Φp

m (P ℓu)

Var
Φp

m (u)

) 1
pℓ

≤ inf
n∈N

(1 − κn)
1
n ∧ 1.(2.2)

Theorem 2.2 (Poincaré Inequality for L2-functions). Let X be an m-
symmetric Markov chain on (E, d) and H a real separable Hilbert space.
Assume m ∈ P2(E) and κ ∈ R. Then, for f ∈ L2(E,H; m)

1 − inf
n∈N

(1 − κn)
1
n ∧ 1 ≤ E(f)

Varm(f)
≤ 1 + inf

n∈N
(1 − κn)

1
n ∧ 1.(2.3)

Theorem 2.3 (Strong Lp-Liouville Property). Let X be an m-symmetric
Markov chain on (E, d). Suppose that there exists n ∈ N such that
κn > 0. Assume m ∈ Pp(E) and κ ∈ R. Let (Y, dY ) be a complete
separable 2-uniformly convex space satisfying (B) and (CG)q for some
q ≥ 1. Suppose that u ∈ Lp(E, Y ; m) satisfies Pu = u m-a.e. on E.
Then u is a constant map m-a.e.

Theorem 2.4 (Poincaré Inequality for L2-maps). Let X be an m-
symmetric Markov chain on (E, d). Suppose that there exists n ∈ N
such that κn > 0. Assume m ∈ P2(E) and κ ∈ R. Let (Y, dY ) be a
complete separable 2-uniformly convex space satisfying (B) and (CG)q

for some q ∈ [1, 2]. Then for ε ∈]0, 1− (1− κn)
1

qn [, there exists ℓ0 ∈ N
depending on ε, κn, (E, d,m,X) and (Y, dY ) such that

(1 − (1 − κn)
1

qn − ε)2Varm(u) ≤ 8C4/qℓ2
0E(u) u ∈ L2(E, Y ; m)

holds, where C is the constant appeared in (CG)q. In particular, if
(Y, dY ) is a complete separable CAT(0)-space, then

inf
u∈L2(E,Y ;m)

E(u)

Varm(u)
≥ (1 − (1 − κn)

1
n ∧ 1 − ε)2

8ℓ2
0

> 0.
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Large deviation principle of Freidlin一ヽヽ砲ntzell type for pinned

difFuslon Hleasures

Yuzuru lnahama(Nagoya University)

Summary:T.Lyonsが ラフパス理論を開発して以来、ラフパス空間上の確率解析でもっとも成功した

のはおそらくLedoux,Qia11,arld Zhang blに よるブラウエアン・ラフパスに対するSchilder型大偏差原理

ではなかろうか。Lyonsの 連続性定理により、伊藤写/Laはこの世界では連続になるので、これより直ちに拡

散過程に対する酔ddhn― Vヽentzell型大偏差原理が示せる。この考え方を延長して、ピンド拡散過程に対す

るmeidlin_wentzell型大偏差原理が示せないか、というのが本講演のテーマである。BesOv型 ノルムを入

れたラフパス空間の上で、quasi―sure解析を実行することにより、悪くない橋円型条件のもとでこれを証明

する。(プレプリントはArxiv Mathに 投稿済み博1)

For the canonical realization ofか dil■lensional Brownian motionむ りを)0≦と≦l and the vector ields%:

R'1→ R角 (1≦ ぢ≦ 冴)With Sufncient regularity,let us consider the following Stratonovich― type stochastic

difFerential equation(SDE):

句 t =Σ L (υt ) O冴仰'  W i t h  ν o = a∈ R兜.

ぢ= 1

For silmphcity of explanatiOn,no drift term is added,but ltltlodincation is easy.The correspondence切 博 y

is called the lt6 111ap and derloted by ν =0(御 ).It iS Well―krlown that tlle lt6 111ap is llot colltinuous as

a map fl・onl theヽ rヽiener space.ヽ4oreover,it is 1lot continuous、vith respect to any Banach norlll orl tlle

ヽヽ/iener space、vhich preserves the structure of theヽヽ アiener space.

Now,introduce a small positive parameterご ∈ (0,1l and COnsider

ど折=Σ %(ヶテ)0ごあ! WitII炒5=acR'1,
t = 1

ForHlally,71=0(o切 ).The process(7;)o≦ を≦l takes its values irl R'and its law is a dirusion ltneasure

associated with the starting point a and the generatorど=(ご2/2)Σた1%2,
A classic result of Freidlin and Wentzell states the la、 ァs of(炒テ)o≦を≦l Satisies a large deviation principle

asご ＼＼、0.The proof was not so easy.If Φ  were continuous,we could use contraction principle and the

prOof would be immediate ttom Schilder's large deviation principle riDr the laws of(ご 切)o≦を≦1・HOWever,

it cannot be lnade corltilluous in the Frame、vork of the usual stochastic analysis,

Ten years ago, Ledoux, Qian, and zhang(2002)gave a rle、 v proof by rrleans of rough path theory.

Roughly speaking,a rough path is a couple of a path itself and its iterated integrals.Lyons estabhshed

a theOry of line integrals along rOugh paths and ordinary difFerential equation(ODE)driven by rough

paths.The lt6 map in the rough path sense is deterHlinistic and is soIIletilnes called the Lyons― It6 map=

The rnost illlportant result in the rough path theory could be Lyons's continuity theoreln(alSO known as

the universal limit theorem),WhiCh states that the Lyons― It6 1nap is contirluous in the rough path setting.

Brownian motion(切 を)admitS a naturallift to a random rough path千 ,7,which is called Bro、 、アnian rough

path.If、 ve put千 'アor ε手,アinto the Lyons― It6 Hlap, theII we obtain the solutioll of Storatonovich SDE

(ダを)Or(ヶテ),respectively.Ledoux,Qian,and zhang proved that the laws oFご予,アsatisら/a large deviation

pririciple of Schilder type with respect to the topology of the rough path space.Large deviatioII principle
of tteidlin…Vヽentzell type for the la、vs of(折)iS immediate ttom this,sirlce tlle contraction principle can
be used in this fraII■e、vork.Since then lnany、vorks On large deviatiorl prirlciple on rough path space have

been published.      1

There arises a natural question;can one obtain a silnilar result for pinned dirusion processes覇「ith this

method,too?More precisely,does tlle family of measures(Ott a′}.>o SatiStt a large deviation principle
asご ＼ゝ 0? Here,① 岳a′iS the pinned difFllsiOn measure associated with EC,which starts at a at tiIIle

古=O a n d  e n d s  a t  a′at t i m eサ=1. H e u r i s t i c a l l y ,①岳a′iS t h e  l a、v o f  g i  u n d e r  t l l e  c o l l d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y
m e a s u r e  l P (・グi = a′ ) , W h e r e  P  s t a r l d s  f o r  t h cヽV i e n e r  m e a s u r e .



The ailn ofthis talk is tO ans、、アer this questiOn aFnrmatively under a certain llllild ellipticity assumptiOn

for the coemcient vector ields,Besides rOugh path theory,our lnain tool is quasi― sure analysis)、vhich is

a sub―neld of Mallia、ァin calculus.It deals with Objects such as Watanabe distributiOns(i.e,,generalized

ヽヽ/ i e n e r  t t n c t i O n a l s ) a n d  c a p a c i t i e s  a s s o c i a t e d  w i t I I  G a u s s i a n  S o b o l e v  s p a c e s . R e c a l l  t h a t  m o t i v a t i o n  b r

developing this theory、ァas to analyse(the pullbacks of)pinned difFusion IIleasures on theヽViener space
Takanobu andヽ イヽatanabe presellted this kirld oF large deviation prirlciple under a hypoellipticity as―

sumption for coefncient.7ector nelds(Theorem 2.1,降1).ThiS result seems very general and niceぅbut
they gave llo prooF.Their tool are卜Ialliavin calculus,and in particular,quasi―sure analysis.Recall that

rough path theory did nOt exist,then, Presurrlably,they computed Besov norHl of the solutiorl of SDE,

but details are ullkno、vn.

SiIェce we use rough path theory,we will compute,not the output,but the input of the(Lyons―)It6
map.Hcre,thc irlput mearls oWせ)itSelf and its iterated Storatonovich stochastic integrals.Hence,we
belicve that Our proof via rough paths is prObably silllpler.Extending our IIlethod to the hypoelliptic

case is all iriterestillg alld important Future task.

Now we give a precise setting arld state our main result.Let(切 古)0≦を≦l be the callonical realizatio11
of冴―dirrlensional Bro、vnian motioll. lVe corisider the Sollo、ving Rれ―valued Stratonovich―type SDE;

幼テ=ΣE%(ガ)O Cttω!十И其0,レ「)沈
を= = 1

Here,ご∈10,ll iS a SIIlall parameter alld%∈σ肝(R",R")丘だ1≦壱≦』and路 ∈σ済(10,11×Rれ,R").
(A ttnctiOrl is said to be oF class Ctt ifit iS a bourlded,smooth ttnctioII with bounded deri1/‐atives of all
order.)For eachご,(炒テ)iS a dirusion prOcess with its generator

だ
°= И)(ε,・).

ヽヽ巧e assurrle everywhere ellipticity:

( H l ) : F o r  t t l  a∈ Rれ , t h e  s e t  o f  v e c t o r s (比( a ) ,… Ⅲ路 ( a ) } h n e a r t t  s p a l l S  R犯.

Under tllis assulnption,the heat kerilel p,(a,a′)eXiStS and positive liDr all a,a′∈ R",古 >O and ε >0,

Hence,the piltlned difFusion measure O岳、a′associated withだ
°exists liDr any。>o,startillg point a arld

terlrlinaィl point a′.This lneasure sits on

C景言/(10,11,R")=(何 CC(10,11,Rγ
2)1打
o=a,"1=a′ ,and r is a― Hblder colltillous}

liDr ally o c(1/3,1/2).HeuriStica,1ly,① 岳a′iS t,1le la、v oFダ i under tlle conditional probability IIleasure
P(ヽ 7i=a′ ),Wilere P stands ibr the WVieller nleasure.(ThiS argument can be lllade rigorous with

quasi―sure analysis,however.)

L e t  t t  b e  C a r n e r O n―N I a r t i n  s p a c e  b r (切を) . F o rん ∈死, w e  d e l l o t e  b y  φ
°=φ °(ん) b e  a  u n i q u e  s o l u t i o n

of tlle following ODEi

冴φ! = IΣ E % ( φ ! )』
′七十 ИX O ,φ? )沈  W i t l l  φ 8 = a =

, = 1

Mたset κa,a′={ん∈“lφ
°
(ん)1=α
′
},WhiCh is 110t empty ullder

Deine a g00d rate functiOnブ:σ景言/(p,11,R匁)→ p,∝l by

スの=Щ呼膨やメ航hy=畑―
i f  y =φO(′と)br  s o m eん∈κ

a,a′and  d e i n e  y ( 7 ) =∝if n o  s u c hん∈κa‐a′exi s t s .
No、v we state our lllain result in this paper.

witll y5=a∈R"

十路
び
▼
ん
周

ゴ

丁

( H l )・

面式時に円



Theorem l Lcサ 1/3<a<1/2a7材 aSS切胸c(Hl)・ TF2C拘 物'物 {Qtt a′}c>oげ Pttbab'腕 77み cas切陀sο句

σ景言/(p,11,R』 )saむづ曳βCS a rattc ttcυづaサづοη prttcつ Jc aS C＼ 0切 づれ a gοθ冴陶古cメ伍角cサづθtt y,をんa角 5,ル r

a純グβθttF sttbscサム ⊂ σ景言戸 (10,11,R"),

―
υ事 。
」し)≦ h史 ‖

f°2bgo岳,J(ム)≦ hnlsup o2 bg o岳伊(九)≦
― hとJO)・

●＼、O                 ν C A

Roughly speaking,our argument goes in the followirlg way,(1)BroWnian nlotion(位 比)admitS a li比 ,

1lot o11ly ahllost surely,but aslo qllasi―surely,See 11,2,4,71.

(2)Letびa′(7i)=びa′(yC(1,a))be the pOSitivcヽVatanabe distribution.By Sugita's theoremぅit is
actually a inite Borel measure on theヽViener space.ヽヽ砲can think of its push―forward measureェル岳a′Of
びa′(υi)by the liftt map.Notice tllat tlle pusllforward measure of μtt a′by the Lyons―It6 map is the pinlled
dirusion ll■easure in question.

(3)ヽVe prOtt large deviation for{μ岳.a′}asご ＼ O On the geollletric rougll path spaces(In faCt,We need

to asslline ellipticity only at the starting point a.)TIlree key l■cts in this part are as bllo、vsi(1)large

deviatioll estimate FiDr capacities,not for measures,on geometric rougll path space,(il)integration by

parts brmula in the sensc of Malliavin calculus brミ 玉tanabe distributions,(lil)ullibrm non― degeneracy

of hrlalliavin covariarice lnatrix liDr s01utions Of the shifted S正)E.
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Stochastic Hamiltonian equation With Uniform

Motion Area

梁松　（筑波大学）

γ > 0 をパラメータとしてもつ以下の確率微分方程式を考える。
dQλ

t =
Pλ
t√

1+|Pλ
t |2

dt

dP λ
t = σ(Qλ

t )dBt − γ
Pλ
t√

1+|Pλ
t |2

dt− λ∇U(Qλ
t )dt,

(Qλ
0 , P

λ
0 ) = (q0, p0).

(1)

但し、σ ∈ C∞(Rd,Rd×d) は有界で、tσσ は一様楕円型であるとする。ここで、
Qλ

t , P
λ
t ∈ Rd はそれぞれ粒子の位置と運動量を表す。粒子の速度は V λ

t =
Pλ
t√

1+|Pλ
t |2

で与えられる、即ち、我々は粒子の動きに相対効果があるモデルを考えている。
(1) はハミルトニアンがH(q, p) =

√
1 + p2 + λU(q) で与えれらる系に減衰とラン

ダム性を加えたモデルと考えることができる。
問題： λ → ∞ の時、粒子はどういう挙動を示すか。

ポテンシャル U ∈ C∞
0 (Rd;R) は次の条件を満たすとする：

1. U は球対称である。即ち、ある実数値関数 h が存在し、U(x) = h(|x|).

2. 定数 r2 > r1 > 0 が存在し、次が成り立つ：U(x) = 0 if |x| ≥ r2, U(x) > 0 if

|x| < r1, and U(x) < 0 if |x| ∈ (r1, r2).

3. 定数 ε0 ∈ (0, r1/2 ∧ (r2 − r1)/2) と関数 k ∈ C∞
0 (Rd;R) が存在し、∥k∥∞ ≤ 1

かつ x ∈ A ⇒ |h′(|x|)| = h′(|x|)k(x). ここで、A := {x ∈ Rd
∣∣∣||x| − r1| ≤

ε0 or |x| ≥ r2 − ε0}.

4. h′(r1) < 0 であり、lima→r2−0
h′(a)
h(a)

= −∞.

また、U(q0) = 0 とする。
C([0,∞);Rd) と Cadlag な関数全体 D([0,∞);Rd) 上の距離をそれぞれ

dis1(q1, q2) =
∞∑
n=1

2−n
(
1 ∧

(
max
t∈[0,n]

|q1(t)− q2(t)|
))
,

dis2(v1, v2) =
∞∑
n=1

2−n
(
1 ∧

( ∫ n

0
|v1(t)− v2(t)|ndt

)1/n)

1



とする。

補題 1 {(Qλ
t , V

λ
t )の分布;λ ≥ 1} は (C([0,∞);Rd)×D([0,∞);Rd), dis1 × dis2) 上

の分布族としてタイトである。

補題 1 より、特に、λ → ∞ の時 (Qλ
t , V

λ
t )の分布 が収束することが期待できる。

実際に、後述のように確かに収束する。しかし、その極限 µ∞ をどう記述すればよ
いか？
問題点を説明するために、まず µ∞ がどういう性質を満たすかを考えよう。U が

|Qt| < r1 では正な値を取り、|Qt| ∈ (r1, r2) では負な値を取るので、以下が成り立
つことが容易に分かる：(1) |Qt| ≥ r1, µ∞-almost surely, (2) |Qt| ∈ (r1, r2) では
|Vt| = 1. 一方、Qt > r2 の範囲では、U = 0 なので (1) は λ に依存しない、よっ
て、極限においても (位置、運動量) は同じ確率微分方程式（即ち、(1)で λ = 0 と
して得られるもの）を満たす（よって、|Vt| は 1 より真に小さい値を取る）であろ
う。即ち、µ∞ は二つの phase を持つ：|Qt| > r2 では粒子は拡散過程に従って動き、
|Qt| ∈ (r1, r2) では粒子は等速運動をする。問題は、粒子が等速運動 phase から境
界 |Qt| = r2 に到着したときどういう挙動を取るか？折り返し等速運動 phase に留
まるか、拡散過程 phase に突入するか？また、拡散過程 phase に入るならどういう
初期速度になるか？極限過程 µ∞ を記述するには、これらの問題に答えなければな
らない。
この問題の解決法として、「粒子の総エネルギー」Ht 及び「位置に垂直な運動量」

Rt という二つの確率過程を導入する。

Hλ
t :=

√
1 + |P λ

t |2 + λU(Qλ
t ) =

1√
1− |V λ

t |2
+ λU(Qλ

t ),

Rλ
t := π⊥

Qλ
t
P λ
t .

定理 2 {(Qλ
t , V

λ
t , H

λ
t , R

λ
t )の分布;λ ≥ 1}は (C([0,∞);Rd)×D([0,∞);Rd)×C([0,∞);Rd)×

C([0,∞);Rd), dis1 × dis2 × dis1 × dis1) 上の分布族としてあるジャンプを持つ拡散
過程 µ∞ に収束する。

µ∞ の具体的な記述は [1] に書いてある。

参考文献
[1] S. Liang, Stochastic Hamiltonian equation With Uniform Motion Area,

Preprint.
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Markov chain approxilnations to

symmetric Markov processes on

ultrametric spaces

Kohci Suzuki

Kyoto University*

A  l l l c t r i c  s p a c c ( E ,ρ )i S  C a l l c d  aれ 切ι↓ra竹払CサTぢc s p a c c  i f  a  n l c t r i c  ρ  s a t i S i e s  t h e

strollg triallglc incquality:

ρ(露,Z)≦max{ρ(密,夕),ρ(7,Z)}.

h/1tany propcrtics of stochastic proccsscs on ultramctric spaccs havc bccn

studicd by Evans― Aldous,AlbcvcriO― Karwowski〕 ■lasuda, Kancko, Kigalni

and Bcndikov― (3rigor'yan―Pittct ct al.

In this talk,、vc cOnSider thc following h4tarkov chain approxil■ ation prob―

lcm on ultral■lctric spaccs:

(Q)Givcn a symmctric jump Markov proccssズ on an ultramctric spacc
連ブ, undcr m「hat conditions can hアc approxilnatc ズ  by a scqucncc of

continuous―tilnc Attarkov chains ズた on a discrctc ultral■■ctric spacc

立ブん?

Thc sctting of(Q)iS thC f0110wing: Intuitivcly,ultramctirc spacc E can

bc thought as thc cnd points of a nOn― homogcncOus branching trcc,and a

discrctc ultramctric spacc」写んcan bc thought as thc cnd points ofthc cut trcc

in theん―th icvel.Approximation mcans wcak convcrgcncc in lDE10,Tl,thC

cadlttg Space on a flnite tilne inter、求 equipped、 vith Skorokhod topo10gy,ズ

is a Hunt proccsscS On E associatcd with thc f0110wing jump Dirichlct fOrm:

ぴ(伍, 0 ) =

夕 = D Oれ

*E―lllail:kohe10604⑥math kyoto―u ac.jp
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、アhcrc五 )O stands for the functiOnal space of a IInite linear combinations of

indicator functions of sphcrcs andが dcnOtcs thc diagonal set.

In Theorem I,we obtain quite general suttcient conditions for(Q)

undcr thc abovc scttingo  Conscqucntly, 恥 rc can sho、v that many ilnpor―

tant h/1arkov prOccsscS On ultramctric spaccs can bc obtaincd by thc lilnit

of h/1arkov chains on discrctc ultramctric spaccs, for cxamplc, 」 代lbcvcriO―

Karwowski class in lll(AK class)and cOnscrvativc Kigami class in t4卜(Both
AK class and Kiganli class are thc class of NIarkov prOccsscs On thC cnd

points of a non―homOgcncous branching trcc,and Kiganli class includcs 2生 K

class.)MoreOVCr,wc conStruct thc class nOt includcd in Kigami class but

obtaincd by thc limit of MarkOv chains(Example I).ThC rcmarkablc point

in Thcorcnl l is that approxilnating hrlarkov chains,マ たcan bc obtaincd by

thc darning proccss ofズ toゴ ん。(StriCtly Spcaking,this is not thc darning

proccss bccausc、 、「c adlllit jumps bct、vccn squcczcd points, but thc procc―

durc of lnaking thcsc proccssCS iS Vcry silnilar to darning. In this talk,恥アc

call thcsc proccsscs aυ cragctt pttcc55CS.)Furthcrmorc,in Theorem II,wc

sho、アthat,undcr good conditions,approxilnating NIarkov chainsゴ てたcan bc

obtaincd by thc projcctiOn ofぢてtO五,た。In othcr、Iords, undcr good con―

ditions,thc darning proccss COinCidcs htth thc projcctcd prOccss. Sincc,in

gcncral,AttarkOv propcrty docs not prcscrvc undcr thc projcction,it is quitc
a charactcristic propcrty of ultramctric spaccs.

ヽヽ砲 brieny mention a histOry of ttlarkOv chain apprOxilnations.ヽ /ヽhen

X is Brownian motion in R冴 ,thc problcm(Q)Was answcrcd as wcll― known

thcorcn■,]Donskcr's invariancc thcorcm.In gcncral,、 vhcn X is a difFusion on

R冴,this problcm(Q)Was Studicd in thc b00k of Stroock― Varadhan b,Chap―

tcr lll and Str。。ck―Zhcng Fl.On thc othcr hand,whcn X is a symmctric

jump proccss on a mctric spacc,(Q)waS Studicd by Chcn―Kim―Kumagait刺.
In thcsc contexts,wc study thc problcm(Q)WhCnズiS a symmctric jump

proccss on a ultral■lctric spacc and obtain abovc rcsults.ヽ 石ヽc rcmark that,

吊「hen a state space has a group structure such as iocal flelds and ttζ  is a

semi―stablc proccss,■ lasuda had the invariancc thcorcm in 171 and gaVC thC

answcr to(Q).HOWCVCr,in this talk,wc dO not assume any group structurc

on a state space.Hence,the、 「ay of approxilnation is difFerent and the range

Of application is largc.

References

[」 S.Albcvcrio and W.Karwowski.Jump proccssCS On lcavcs of multi―

branching trccs,J.Math.Phys.49(2008),093503,20pp.
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A variational representation for 6ド ーBrownian functionals

大須賀恵実

東北大学大学院理学研究科博±2年

(e―mail:Sa9m06⑥math,tohoku.ac.jp)

S.Pengに より導入された律BrOwn運 動について考察する。

冴∈Nを 固定し,Ω =σ (p,11;Rりを p,11上の Rα―値連続関数のでω。=0な るもの全

体とする。また,R冴
×】を実 冴×冴行列全体とし,Oを R』

×dの与えられた空でない有界閉集

合とする.C―Brown運 動は分散に不確定性をもつ BrOwn運 動であるとみなすことができ,

その不確定性は0に よって特徴づけられる,S,Peng降 ,判はWienerと類似の方法によっ

て,Ωの標準過程 Bを C―BrOwn運 動とする空間を構築した.具体的には以下のようである:

γ∈Oに 対し,7*を 7の転置行列,D2=(扇 軽万),J=1をHessianとする。p,11×R』上の

非線形熱方程式

の粘性解を用いて整合的な有限次元劣線形分布の族をΩの柱状汎関数からなる族死の上に

構成し)非線形 Kolmogolovの 定理により(Ω,死)上の
一意な劣線形期待値 Eを 得る。そし

てだと(Ω)をノルム E[|・11の下での死の完備化とし,Eを だと(Ω)上の劣線形期待値へと拡

張する。このようにして構成された三組 (Ω,だと(Ω),E)は C―期待値空間と呼ばれ,この下で

Ωの標準過程 βは C―Brown運 動となる.

注意 1,非線形熱方程式 (1)は

σO:=こ手をるよ晶晶
密口γγネ密>0

1 密
= 1

のとき一意な古典解をもつ.

C―期待値空間 (Ω,たと(Ω),E)における劣線形期待値 Eは 律期待値と呼ばれ,劣線形性

E[ズ十yl≪Elズl十Etyl, X,y∈だと(Ω)

をもつ期待値である。一般に,劣線形期待値は線形な期待値の上限 (upper expectation)と

して表されることが知られており,Denis―Hu―Peng lllによりC―期待値に対する具体的な

upper expectation表示が与えられた:Pを 適当な可測空間上に定義された確率測度とし,

7=や 晩 =(ル を
1,….,Wめ *;サ≫0)を Pの 下での標準 BrOwn運 動とする。また,(見 }む≫o

をBrOwn運動から生成されるフィルトレーションとする.p,11上のO―値〈え}―発展的可測

過程全体をス81と おき,θ∈ス景1に対し,法則 島 を

０
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と定める。このとき,任意のズ∈だと(Ω)に対し

E[χl= Sup EP9[Xl
θ∈ス最1

が成り立つ。この upper expectation表示に関連し,容量

C(A):= Sup 月 ♭(■), A∈ β(Ω)
θ∈ス最1

が定義される.c(N)=0な る集合 N∈ β(Ω)を極と呼び,ある主張が極の外側で成立する

とき,quasi―surely(q.s。)に成立するという。

以下,σ。>0と 仮定する。このとき次の変分表現が成り立つ.

定理2.任意のq.s.に有界なメ∈だと(Ω)に対し,

叱 E卜
qぴ

Eレ
律
十
克
あ
→

一
;克

1先

WO刺 ・

ただし,(B)=((Bう ,Bブ))為=1は C―Brown運 動の二次変分,ん=(ん
1,….ルリ

*は 冴―次元過

程,各積分は (3)に 関する積分

浄
0れ 卜

倦 r畑
勢 …
堪 r巾

的
),

克
椋 05咽

堪 克
挽 般 叫 5

を
]授猟留掛1活,を岳岳そ子書]:岳:暑受濫が務て_
留腎テ『暇靴醗ゴ;ぱ爾署滉経甑滉渋

‐
、玉警琉吾鑓

度関数,すなわち,各財≫0に対しlevel set(密∈/:r(密)≪〃}⊂χはコンパクトとす

る。任意の A∈ アに対し

一
露事。
rし)≪hま彗伊

fε LgCばε∈均 ≪h智
督汗
pε bgC(XC∈均 ≪―どを受

rし)。 )

が成り立つとき,{χ
C)ε
>oは速度関数をrとしてχ上で大偏差原理をみたすという。ただ

し,九
°と五はそれぞれムの内部と閉包を表す.通常の確率解析における場合と同様に,G―

期待値空間の枠組みにおいても,大偏差原理とLaplace原理は同値であることがいえる。す

なわち,〈ズ
ε
}c>oが大偏差原理 (2)をみたすための必要十分条件は,任意の有界連続関数

Φ:χ→長に対し

Jとお
ε10g lE[eXp(空上

t章
:上
)1 =s苫身
〈Φ(冴)~~r(密)}



が成り立つことである。確率変数の族〈ズ
ε
}g>oカミC―Brown運動の汎関数で表されていると

き)Laplace原理の導出に対して定理 2を応用することができる。例えば以下の Laplace原

理を導出することができる:/=σ (10,lliRりとする。また,y=σ([0,11;R】×りをiO,11
上のR】×】―値連続関数けでグ(o)=0な るもの全体とする。

阻 =作 和 ま織 連仇 かつ
克

1岡

働 <→ ,

A:=(7∈ジ:グは絶対連続,かつa.e.サ∈p,11に対し,(を)∈(7ず:7∈0}}

とおく.ただし力,9は,それぞれ導関数冴露/沈,冴ダ/冴サを表す。速度関数ri/→ p,∞1と
J:χ×ジ→p)∞1を次で定義する。

密∈lHlのとき

それ以外の場合,r(2)=ノ(密,y)三十∞.

命題 3.仏 だβ}ε>oは ,速 度関数を rと して /上 で Laplace原理をみたす。 また,

{(vttβ,(β))}ε>oは速度関数をJとしてχ×ジ上でLaplace原理をみたす.

命題3を通じて{ャをB}ε>0,〈(vttB,(B〉))。>oに対する大偏差原理が得られる。これらの

族に対する大偏差原理は,オリジナルにはGao―」iangレ1によって離散近似の手法を用いて

与えられた。定理2は彼らの結果の別証明を与える。

参考文献

[1l Denis,L.,Hu,M.,Peng,S.: Function spaces and capacity related tO a sublillear

expectation: apphcation to(3-BroⅥアnian IIlotion paths.Potential Anal.34,139-161

(2011)

[21 Gao,F。 ,Jiang,H,:Large deviations fOr stOchastic direrential equations driven by

C―Brownian motion,Stochastic Process.Appl.120,2212-2240(2010)

[31 Peng,S.:C― expectation,C― BrOwnian motion and related stochastic calculus Of lt6

typeo Stoch.Anal.Appl.,Abel Symp.2,541-567,Springer,Berlin(2007)

[41 Peng,S・ : Multi―dimensiOnal C― Brownian motion and related stOchastic calculus

under C― expectation.Stochastic Process.Appl.118,2223-2253(2008)
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幾何学的関数論と拡散過程が関連する話題から―複素葉層構造を中心に _

厚地 淳 (慶應義塾大学)

近年、幾何学的関数論における問題に対して拡散過程を用いる方法が取り入れらてれているが、

本講演では、特に、葉層構造に対するアプローチについて概観したい。本講演は以下の6つのセク
ションからなる。
1,holomorphic difFusions定義と概観
2.foliated IIlanifolds,lanlinations.

3.harmOnic lrleasures and difFuslons on foliated manifolds.

4.applications l― nonsingular cases―.

5。sillgular cases.

6. apphcations 2.

1では、先ず、複素関数論に適合した拡散過程として知られている 正則拡散過程 (hololnorphic
difFusion)の定義を見、知られている結果を概観する。本セクションの内容については雑誌 『数学』
にある金子宏氏の論説 レ引に詳しいので、そちらをご覧になるとよい。
2では葉層構造を持つ多様体についてその定義と基本事項について述べる。本講演では、特異点
を持たないfohated manifoldを(■r,だ)と書くことにする。特異点を持つ場合については5におい

て見る。Arが ambient spaceを、だが実 (leaf)の全体を表す。特異点を持たないとき、 Arは コン
パクトとする。
3ではLucy Garrlettil刺の導入したllarmOIlic measureと対応する拡散過程ついて述べる。ここで

言うharmonic Hleasureとは、関数論に現れる調和関数を表現する測度、所謂調和測度とは異なる。本
講演においても両者登場する機会があり誤解を生じるかもしれないが、葉層構造の研究者の間ではす
でに確立された用語であるのでそのまま用いることにする。harmonic measureはleattise Laplacian

を生成作用素とする拡散半群の不変測度である。A丁がコンパクトならば、1larI11011ic measureは常
に存在する。Garnettはこの測度を用いて棄層の統計的性質を見ようとした。その後、葉層構造の

研究において頻繁に用いられるようになり、特に、E.Gllysは、これを用いて種々の性質を導いてい

る(レ11)。leattise Laplacianとは、各葉に沿って葉に与えられたリ
ーマン計量に対応するLaplacian

として作用するものである。これに対応して拡散半群が存在するが、これは各実上ではリーマン

計量に対応するブラウン運動の熱半群と一致する(Candel博1)Oこのブラウン運動のことをlea飾おe
Brownian motionと呼ぶことにするが、応用上、これに関するⅣ 上でのエルゴード定理が基本的
で重要な道具となる。また、leattise holomorphic dittsionも構成できることも注意する。
4では、leattise Browllian motiOnを用いた幾何学的関数論に関連する研究のいくつかを見る。
Liouville prOperty(Kaimanovichレ 句,Rnley,Rres alld Parwanill刻 ,Feres alld Zegllib[1刺),

Tl・aIIsversal invanance of llarI1loI五c measures(Derdn and Kleptsyn障 1,S,MatsumOtop珂 ),

Unique ergodicity(Deroin alld Kleptsyn[81,Fornaes alld Sibo1lyl151),

Ends of leaves(Ghys1211),

Minimal sets and Levianat surfaces(Deroin and Duponti91).

ここで言うLiouville propertyとは、2通 りの意味がある。ひとつは各葉のLiouville性を議論す

るものである。すなわち、リーマン面の型問題のように、各葉上で非定数の有界調和関数が存在す

るかどうかを議論する。Kaimanovichは covering IIlanifoldsのときと同様にエントロピーを用い

て議論した。他方、各実上で調和で、Ar上 では連続な関数を考えることもある。このような関数
をconti1luous leattise harmonic functionと呼ぶことにする。これらが定数以外許容されるかどう
かを議論するものもある(Fenlett Feres and Parwarli)。これらに関連するものとして、実の放物性

(leattiSe Brownian motionの再帰性)を議論するものもある(Brunellat21,NisIIino)Yamaguchit311)。
5で は特異点つきの実層構造を考える。複素棄層構造・正則葉層構造を考えるとき、特異点が現れ

る場合が多い。従って、複素関数論的には特異点つきの実層構造を考えるのは自然である。我々が

考えるのは次のような状況である。Nを 複素多様体とし、Ar⊂ Nヵ ミ次を満たすとする。(A/r,E)カ
ミ



colnplex foliationで、7=N.N＼ Ⅳ が特異点の集合である。たとえば、N=P角 (C)で 、葉層構

造が正則ベクトル場によって与えられるときは、このような状況である。現状では、各葉が複素次元
1の とき、すなわちリーマン面のときが主に考察されている。この分野は高次元化などこれからの

発展が期待されるが、1次元の場合でも種々の未解決問題がある。この場合も前述したnOn―singular

なときと同じような事柄を問題とすることができ、確率論的考察が有効ではないかと考えられる。

6で はこれまでの簡単な応用としてleattise meror1lorphic fllnctionの値分布に関する筆者の結果

を述べたい。lealivisc holomorphic diぼuslonを導入することで話が非常に易しくなることを注意し

たい。また、種々の問題についても述べたい。
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カオス的な�次写像力学系の
マルチフラクタル解析

鄭　容武 �広島大学��

閉区間 � � ���� �� � � 上で�次写像族����� � �� ���� � � � � �� を考える	

パラメータ � が � に十分近いとき
力学系 � � �� � � � � は「カオス」的であ
る	 特に
 後述する条件のもとで
 � が �
�
���
 測度に対して絶対連続な不変確
率測度を持つことが知られている ��
 �
 ��	 本講演では
 この写像族によってあた
えられる力学系のマルチフラクタル解析について
 高橋博樹氏（京都大学）との
共同研究により得られた結果 ��� を紹介する	

関数 � � � � � があたえられたとき
 その時間平均によるレベル集合
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の �������� 次元
���	� � ���� ���	�

を 	 の関数と考えて
 これを � に関する ���� �� スペクトルとよぶ	 ここで


������ �
����

��� ���
����� である	 力学系のマルチフラクタル解析の目的は
 この

ようにしてあたえられるスペクトルを
 力学系に付随したほかの量によって特徴
づけ
 その連続性や微分可能性
 凸性について調べることにある	 一様双曲型力学
系のマルチフラクタルについてはすでによく調べられているが �!�
 �次写像のよ
うに特異点を持つ可微分力学系については"�����
#�$% 条件を満たす特別な場合
�&� を除いては満足な結果が得られていなかった	

さて
 我々は�次写像力学系 � � �� に対して
 以下の４つの条件を仮定する�

�'�� � は � に十分近い(

�'�� ������������� � 
�� �
 � �(

�'�� ������� � 
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 � �(

�')� � は区間 �� ����� �����上で位相混合的	

ここで
 � � �
��
��� �� 	 � �

���
である	 条件 �'��*�')� を満たすパラメータ

� � ��� �� の集合の�
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 測度は正である ��
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� が成り立
つ	 ここで
 

 は � 上の � *不変 ���
� 確率測度全体から成るコンパクト距離
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空間を表し
 ���� �
�
��� である	 レベル集合による分割
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は複雑な位相構造を持つ	 ここで
 /�� は時間平均 ���
������� が収束しない点
� � � の集合である	 実際に
 任意の 	 � ���� ��� に対し
 ���	� は � において
稠密である	 また
 �� 
� �� ならば
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と表し
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が成り立つ �)
 4�	 我々の結果は次のとおりである	

定理 ���� �次写像力学系 � � �� � � � � が条件 �'����')� を満たすとする� こ
のとき� 任意の連続関数 � � � � � と	 � ���� ��� に対して�

���	� � ���
���

��-

�
����

����
� � � 

 � ������ 	� � �

�
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連続かつ上に凸な関数であり� 区間 ���� �
���� では単調増加し� 区間 ��
 ���� ���

では単調減少する� ここで� �
 は � の絶対連続不変確率測度を表す�
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カオス的な2次写像力学系の大偏差原理
高橋　博樹 (京都大学)∗

この講演では、区間X = [−1, 1]上の2次写像

fa : x ∈ I #→ 1 − ax2 a > 0はパラメーター (1)

の反復合成によるカオス的な力学系に対する大偏差原理を扱う。
「カオス」とは、力学系における軌道の「予測困難な」不規則な振る舞いのことを

指す。すなわち、初期値が必然的に含むであろう誤差が力学系の時間発展とともに急
速に増大し、長時間にわたる予測を困難にすることを指す。現在では「カオス」は非
線型な力学系の時間発展に現れる普遍的な現象であることが理解されている。

(1)のような臨界点を持つ区間上の写像の反復合成は、カオスを示す最も基本的な力
学系としてさかんに研究され、次のようなカオスの存在定理がJakobsonにより1970年
代終わり頃に得られた。
定理. [3] パラメーターaの集合A ⊂ (0, 2]と c > 0が存在して次が成り立つ：

(a) lim
ε→+0

(1/ε)|A ∩ [2 − ε, 2]| = 1. ただし | · |はLebesgue測度を表す;

(b) a ∈ Aなら、Lebesgue測度の意味でほとんどすべてのx ∈ Iに対して

lim inf
n→∞

1

n
log |Dfn

a (x)| ≥ c. (2)

初期値xを指定すれば未来の任意の時刻n > 0における状態 fn
a (x)は一意に定まる。

この意味で力学系は決定論的である。しかし、初期値を無限の精度で指定することは
実際には不可能であり、さらにa ∈ Aなら (2)により初期値の小さな誤差がnが大きく
なるとともに指数的に拡大されてしまうため、一般にfn

a (x)の観測値はきわめてでたら
めに見えてしまう。そこでfn

a (n = 1, 2, 3, . . .)を確率過程と見なし、その極限定理を通
じてカオス的な2次写像力学系の性質を理解することを考える。
カオス的な2次写像力学系が大偏差原理を満たすための十分条件は [1]で初めて与え

られた。この結果より、大偏差原理が満たされるようなパラメーター aは少なくとも
可算無限個存在することが従う。 我々の主結果 [2]は、このようなパラメーター aが
Lebesgue測度正で存在することを主張する。
主結果を述べる。f = faに対して次を仮定する：
(A1) aは2に十分近い;

(A2) |Dfn(f0)| ≥ eλn ∀n ≥ 0;

(A3) |fn0| ≥ e−α
√

n ∀n ≥ 1;

(A4) fは [f 20, f0]上で位相混合的である.

科学研究費補助金 若手 (B) 課題番号 23740121
∗京都市左京区北白川追分町　京都大学工学部電気電子工学科
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ここで λ = 9
10 log 2, α = 1

100である 1。(A1)-(A4)が成立するようなパラメーターaの
集合のLebesgue測度は正であることが知られている。また、(A2)が成立すれば力学系
はカオス的になる。

X 上のボレル集合族を B, X 上の規格化 Lebesgue測度をmとおく。X 上のボレル
確率測度全体からなる集合に弱位相を入れて得られる位相空間をMとおく。確率空間
(X,B,m)を考え、n ∈ Nに対して確率変数∆n : X → Mを

∆n(x) =
1

n

n−1∑

i=0

δf i(x)

で定義する。δf i(x)はf i(x)でのDirac測度である。∆nの分布を µnとおく。
定理. [2, Theorem B](A1)-(A4)が成立するなら、{µn}nは大偏差原理を満たす。すな
わち下半連続な関数 I : M → [0,∞] が存在して、任意のボレル集合Γ ⊂ Mに対して

− inf
ν∈Γo

I(ν) ≤ lim inf
n→∞

1

n
log µn(Γ) ≤ lim sup

n→∞

1

n
log µn(Γ) ≤ − inf

ν∈Γ
I(ν).

ここでΓ, ΓoはそれぞれΓの閉包と内部を表す。また log 0 = −∞, そして関数の空集合
上での infは∞と約束する。
臨界点x = 0があるため、cumulant関数の存在を示してGärtner-Ellisの定理に持ち

込んで証明することは困難である。そこで [4, 5]の考え方を使い、直接に大偏差原理の
評価をする。依然として臨界点が問題になるため、(A1)-(A4)と確率論的な議論を使っ
て角谷-Rokhlinの摩天楼を構成し、そこから性質のよい部分力学系を抜き出してそれ
を評価に用いる。摩天楼が無限個必要になる点が、[1]と比べて難しい。
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10 < α + λ < log 2を満たすものなら何でもよい。



Application of the lace expansion to the φ4 model

Akira Sakai1

Department of Mathematics
Hokkaido University

The φ4 model is a standard model in scaler field theory. It is defined as the Gaussian
free field combined with quartic self-interaction. Let Λ ⊂ Zd and define the Hamiltonian
for the spin configuration φ = {φx}x∈Λ as

HΛ(φ) = −
∑

{u,v}⊂Λ

Ju,vφuφv +
∑
v∈Λ

(
µ

2
φ2
v +

λ

4!
φ4
v

)
,

where µ ∈ R plays the role of the temperature, while the intensity λ of self-interaction
is fixed nonnegative. We assume that the spin-spin coupling Ju,v is ferromagnetic (i.e.,
Ju,v ≥ 0), translation-invariant (i.e., Ju,v = Jo,v−u), Zd-symmetric and finite-range.
For example, the nearest-neighbor coupling Jo,x = δ|x|,1 satisfies all those properties. Let

⟨φoφx⟩µ = lim
Λ↑Zd

∫
RΛ φoφx e

−HΛ(φ) dΛφ∫
RΛ e−HΛ(φ) dΛφ

.

It is known to exhibit a phase transition and critical behavior: there is a µc = µc(d,J , λ),

which is not larger than the critical point Ĵ ≡
∑

x∈Zd Jo,x for the Gaussian free field,
such that χµ ≡

∑
x∈Zd⟨φoφx⟩µ is finite if and only if µ > µc and diverges as µ ↓ µc [7].

There were intensive researches in the 1980’s when Aizenman [1] and Fröhlich [2] succeeded
in showing mean-field behavior (e.g., χµ is bounded above and below by a positive multiple
of (µ− µc)

−1 as µ ↓ µc) above 4 dimensions under the assumption of reflection-positivity.
The nearest-neighbor model satisfies this assumption. In 4 dimensions, Gawȩdzki and
Kupiainen [4] and Hara and Tasaki [5, 6] succeeded in showing the mean-field behavior
(with log corrections) for the weakly coupled nearest-neighbor model using a rigorous
renormalization-group method.

The sufficient condition for the mean-field behavior that Aizenman suggested in [1] is
the bubble condition ∑

x∈Zd

⟨φoφx⟩2µc
< ∞.

For reflection-positive models, the Fourier transform of ⟨φoφx⟩µ is known to obey the
Gaussian infrared bound [3]

0 ≤
∑
x∈Zd

eik·x⟨φoφx⟩µ ≤ O(|k|−2) uniformly in µ > µc,

which implies that the bubble condition holds for d > 4, hence the mean-field behavior.
Although the result is satisfactory, it is often hard to verify the assumption of reflection-
positivity.

The goal of my research is to investigate asymptotic behavior of the critical two-
point function ⟨φoφx⟩µc above the upper-critical dimension, without the assumption of
reflection-positivity. In [9], we prove the following:

1http://www.math.sci.hokudai.ac.jp/~sakai/
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Theorem 1. Let ρ = 2(d− 4) > 0 and 0 < λ ≪ 1 (depending on d and J ). Then there
is a Φµ(x) = ⟨φ2

o⟩µδo,x + O(λ) (|x| ∨ 1)−(d+2+ρ), where O(λ) is uniform in µ ≥ µc, such
that

µc = Ĵ − λ

2
Φ̂µc , ⟨φoφx⟩µc ∼

|x|↑∞

d
2
Γ(d−2

2
)π−d/2∑

y∈Zd |y|2
(
Jo,y − λ

2
Φµc(y)

) |x|2−d.

The key elements for the proof of the above theorem are the following:

1. The Griffiths-Simon construction [10] to approximate the φ4 model on Λ to some
Ising model on Λ× {1, 2, . . . , N}.

2. The lace expansion for the Ising two-point function [8].

3. Detail estimates on the expansion coefficients in terms of N [9].

These steps yield a linearized version of the Schwinger-Dyson equation, which further
yields the aforementioned asymptotic expression for ⟨φoφx⟩µc .
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数学者のゲーム理論と社会学者のゲーム理論

―展開形ゲーム再考―

河野 敬雄

email: kono.norio.58x@st.kyoto-u.ac.jp

発表要旨

数学者の立場と社会科学者の立場からのゲーム理論の解釈の違いについて概観し，特に

展開形ゲームといわれる非協力ゲームの問題点について考察する．1950年代には ”Contri-

butions to the theory of games” vol.I–IV(1950,53,57,59, シリーズ Annals of mathematics

studies no. 24, 28, 39, 40) が Princeton University Press から出版されたが，近年数学者

側からのまとまった論文集は見当らないようである．ただし，今回の発表でいうゲーム理

論とはナッシュ(1950 [6], 1951[7])による非協力ゲーム理論のことであってノイマン・モル

ゲンシュテルン (1944, [9]) のゲーム理論ではないことに注意されたい．

H. Gintis(2009). Princeton University Press, “The bounds of reason : game theory

and the unification of the behavioral sciences.” 『ゲーム理論による社会科学の統合』成

田悠輔 [ほか] 訳.NTT 出版，(2011) に至ると数学者からは相当距離がある，という印象を

受ける．

講演中で用いるゲーム理論に関する記号と用語をまとめておく．

非協力ゲームの定式化

1. 標準形 (normal form game)

戦略形 (strategic form game)ともいう．プレイヤーの数が 2 且つ選択肢の集合が有限

集合の場合は双行列ゲーム (bimatrix game), 2 人有限ゲームという．

N = {1, . . . , n}：プレイヤーの集合，Si ; i ∈ N：プレイヤー i ∈ N の純粋戦略の全体

（有限集合，純粋戦略セットと呼ぶ），

ui(s1, . . . , sn) ; (s1, . . . , sn) ∈ S1 × · · ·×Sn：プレイヤー i ∈ N の利得（あるいは効用）

関数（S1 × · · · × Sn 上で定義された実数値関数）．

これらの概念が一組準備されている時，標準形ゲーム (Γ = {N, {Si}, {ui}} と記す）が
定義される．標準形ゲームはワンショットゲームであるが戦略として混合戦略（純粋戦略

セット上の確率分布)をも考慮するので，純粋戦略セット Si 上の確率分の全体をP(Si) と

記す．純粋戦略 s ∈ Si は単位分布 δs ∈ P(Si) と同一視できるので純粋戦略は混合戦略の

特別な場合とみなす．このとき，プレイヤー i が混合戦略 xi ∈ P(Si) を選択したときのプ

レイヤー i の期待利得 ui(x1, . . . ,xn) は次式で与えられる．

1



ui(x1, . . . ,xn) =
∑

s1∈S1

· · ·
∑

sn∈Sn

ui(s1, . . . sn)x1(s1) × · · · × xn(sn).

本講演では主として n = 2 の場合，つまり 2 人ゲームの場合に限定する．以下 N =

{1, 2} とする．
ナッシュ均衡戦略:　すべてのプレイヤーにとって，自分から選択肢を変更してもより

高い利得を得ることが出来ないような戦略の組のこと．

講演では，最もよく知られた 2 人 2 × 2 ゲームである，囚人のジレンマゲームとチキ

ンゲームにの例について説明する．

2. くり返しゲーム (super game, meta game)

囚人のジレンマから如何にして協力を引出すか，という問題意識から考えだされた，展

開形ゲームの特別な場合とも考えられるが，確率過程として捉える方が数学的には理解し

やすいと思われる．

3. 展開形ゲーム (extensive form game)

標準形ゲームを展開形ゲームに，逆に展開形ゲームを標準形ゲームで表現することは

可能である．展開形ゲームは時間の経過を表わしているために現実のゲームとの対応関係

がイメージしやすいが数学的には種々の問題が発生する．なお，ノイマン・モルゲンシュ

テルン ([9], vol. I, 224頁)には「これら 2 つの型はまったく同値なので，．．．」とあり，誤

解を生じているように思われる．数学的にも社会学的含意からいっても到底同値であると

は思われない．

なお，標準形ゲーム，展開形ゲームの分類はノイマン・モルゲンシュテルン ([9])によ

るが現在用いられている展開形ゲームの定式化の原形はもっぱら Kuhn(1953, [5]) に従っ

ている．

展開形ゲームの定式化

標準形ゲームは一意に展開形ゲームで表現できるが，展開形ゲームの含意は標準形ゲー

ムとは著しく異なる．それは展開形ゲームはプレイヤーの選択が時間的順序を持っている

からである．もちろん，標準形ゲームを表現した場合のように実際上は選択の順序に無関

係な場合も含まれている．次の例は明かに標準形とは異なる含意を持つ（が数学者にとっ

ては自明な）展開形ゲームの例である．

次の展開形ゲームにはナッシュ均衡戦略が次の二組であることが容易にわかる．

(1) プレイヤー 1: α, プレイヤー 2: α,

(2) プレイヤー 1: β, プレイヤー 2: pα + (1 − p)β, (0 ≤ p ≤ 1/2).
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♠ 数学者の反応： 自明なゲームである．プレイヤー 1 は α を選択すべきである．そ

のとき，プレイヤー 2 は選択肢 α を（ルールに従って）選ぶはずだから．

♥ 経済学者の反応：市場に参入した場合（α を選択した場合）プレイヤー 2 は安売り

攻勢 (β を選択する）をかけてくるかもしれない．その場合，参入しない (選択肢 β ）方が

ましだ．どうしよう．

�
�

�
�

�
�

�
�

�

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q

•

プレイヤー 1

(1-1)

•
プレイヤー 2

(2-1)

•(2-2) ◦
1

�
�

�
�

�
�

��

bbbbbbbb

◦

◦

α

β

α

β

z1 : (1, 1)

z2 : (−1,−1)

z3 : (0, 2)

♠ 参入ゲーム（信憑性のない脅し），自明なゲーム
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確率制御問題の個体群生態学への応用

大泉嶺*,高田壮則

Graduate School of Environmental Sciencei Hokkaido University

zumi@ees.hokudai.ac.jp

概要

確率制御問題は工学、数理ファイナンスの分野において幅広く応用されてきてい

る。なぜなら制御理論はエネルギーコス ト、個人の効用、リスク制御などの最適化を

考える上で有用であるからである。生態学の分野においても、実証研究のレベルで

確率制御と思われる現象が確認されている (Pister 1998),それは推移行列モデルと

いう解析方法を様々な種に対して行 うと、その行列の最大固有値に最も寄与する要

素の時系列における分散は一般的に少ないというものである。このとき、その最大

固有値は生物集団の増加率を表し、行列の要素は時亥Jごとの各ステージ (サイズ、齢

など)の 死亡率を含む次ステージヘの推移を表す。言い換えるならば生物は増加率

に最も影響を与えるステージヘの成長に対して自然界のノイズを嫌 うということを

意味している。このとき生物の成長過程を生活史と呼ぶと、生活史と生物個体群の

ダイナミクスとの関係を研究する分野を個体群生態学という。生態学の理論研究で

も制御理論は最適生活史スケジュール問題とよばれ、
一
個体の生活史の解析に以前

より応用されてきた.し かし、未だに決定論の範疇を出ないか不確実性を制御する

という問題に至っていないのが現状である。つまりこの実証研究の結果に対する理

論的な定式化はまだない。不確実性を含む生活史のなかで最適戦略を構成する突破

日として、まず重要なことは適切な評価関数を見つけることである,我 々が考える

適切な評価関数とは生活史の解析が直接個体群の増加率に結びつくものである。

そこで本研究ではまず足がかりとして生物集団を構成する個々体の成長率がばらつ

きを持つ場合について定式化を試みた。まず、a∈ R十 を齢、 υ ∈A⊂ R十 をサイ

ズ、制御パラメータを

υ:=(υl,υ2,…・,υd)∈ツ⊂Rd

(ソはコンパク トな凸集合とする)と すると、それを含む個体群の推移を表す時亥Jを

での状態方程式は

=一角曙Pt(a,7)υａ昆
∂
一仇
十
∂
一勧

ｒ

ｉ

ｌ

ｌ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｌ

ｌ

Ｋ

冤卜島的,い;拳σし,ぱ十μし,の   働
島一a( 0 ,ダ) =れ t一a (何)び(何

- 7 ) ,

である.こ のとき。(7,υ)はサイズの ドソフト、σ(7,o)はサイズの拡散,μ(υ,υ)は

サイズごとの死亡率を表す。角t(何)は  時 刻 むでの初期個体数 (子孫の数)を 表し、
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Criticality of ergodic type HJB equations and
stochastic ergodic control

Naoyuki Ichihara (Hiroshima University)∗

市原直幸（広島大・工）

This talk is concerned with the minimizing problem with real parameter β

Minimize Jβ(ξ) := lim sup
T→∞

1

T
E

[∫ T

0

{1

2
a∗(Xξ

t )|ξt|2 − βV (Xξ
t )

}
dt

]
,

subject to Xξ
t = x −

∫ t

0

ξs ds + Wt, t ≥ 0,

where W = (Wt) is an N -dimensional standard Brownian motion defined on some

filtered probability space (Ω,F , P ; (Ft)), and ξ = (ξt) stands for an RN -valued (Ft)-

progressively measurable process belonging to the admissible class A defined by

A := {ξ : [0,∞) × Ω → RN | ess-sup[0,T ]×Ω |ξt| < ∞ for all T > 0}.

Furthermore, we assume that a∗(x) and V (x) satisfy the following conditions:

(H1) a∗ ∈ C2
b (RN) and κ ≤ a∗ ≤ κ−1 in RN for some κ > 0.

(H2) V ∈ C2
b (RN) and V (x) → 0 as |x| → ∞.

In this talk we discuss some qualitative properties, in terms of parameter β,

of the optimal value Λ(β) := infξ∈A Jβ(ξ) and the associated optimal control (i.e.,

ξ∗ ∈ A with Λ(β) = Jβ(ξ∗)). For this purpose, it is crucial to study the following

ergodic type Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation:

λ − 1

2
∆φ +

1

2
a(x)|Dφ|2 + βV (x) = 0 in RN , φ(0) = 0, (EP)

where a(x) := 1/a∗(x). The constraint φ(0) = 0 is imposed to avoid the ambiguity

of additive constants with respect to φ. We seek for a pair (λ, φ) ∈ R × C2(RN)

which satisfies (EP).

Theorem 1. Let (H1) and (H2) hold. Then, for each β ∈ R, there exists a real

constant λ∗ = λ∗(β) such that (EP) has a solution φ ∈ C2(RN) if and only if λ ≤ λ∗.

∗Email: naoyuki@hiroshima-u.ac.jp. Supported in part by JSPS KAKENHI Grant Number
24740089.
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It turns out that λ∗(β) in Theorem 1 coincides with Λ(β).

Theorem 2. Let (H1) and (H2) hold. Then, Λ(β) = λ∗(β) for all β ∈ R.

In view of Theorem 2, our study is reduced to that of nonlinear equation (EP).

In what follows, we call the constant λ∗(β) generalized principal eigenvalue of (EP).

The next theorem gives some qualitative properties of λ∗(β) with respect to β.

Theorem 3. Let (H1) and (H2) hold. Let λ∗(β) be the generalized principal eigen-

value of (EP).

(i) The mapping β 7→ λ∗(β) is non-positive, non-increasing, and concave.

(ii) There exists a βc ≥ 0 such that λ∗(β) = 0 for β ≤ βc and λ∗(β) < 0 for β > βc.

(iii) βc = 0 for N ≤ 2 and βc > 0 for N ≥ 3.

Let φ ∈ C2(RN) be a solution of (EP) with λ = λ∗(β), which can be regarded as

the “ground state” of (EP).

Theorem 4. Let (H1) and (H2) hold. Let βc be the constant in Theorem 3.

(i) For any β ≥ βc, there exists at most one solution φ of (EP) with λ = λ∗(β).

(ii) Suppose that β > βc. Then, there exists a C > 0 such that the solution φ

satisfies

C−1|x| − C ≤ φ(x) ≤ C(1 + |x|), x ∈ RN .

(iii) Suppose that β = βc. Then, there exists a C > 0 such that the solution φ

satisfies

C−1 log(1 + |x|) − C ≤ φ(x) ≤ C log(1 + |x|) + C, x ∈ RN .

Theorem 4 plays a key role in constructing an optimal control for our minimizing

problem. More precisely, let φ = φ(x) be a solution of (EP) with λ = λ∗(β), and let

X = (Xt) be the feedback diffusion governed by the stochastic differential equation

dXt = −a(Xt)Dφ(Xt) dt + dWt, X0 = x. (1)

Then, the following holds.

Theorem 5. Let (H1) and (H2) hold. Let X be the diffusion governed by (1) and

set ξ∗t := a(Xt)Dφ(Xt). Then, λ∗(β) = Jβ(ξ∗) for all β, namely, ξ∗ is an optimal

control. Furthermore, let βc be the constant in Theorem 3. Then, one has the

following recurrence-transience properties for X.

(a) X is transient for any β < βc.

(b) X is positive recurrent for any β > βc.

(c) X is recurrent for β = βc provided that |x|2V (x) → 0 as |x| → ∞.
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有限グラフ上のランダムウォークの被覆時間について

阿部圭宏
京都大学理学研究科修士課程２年生

有限グラフ G 上の simple random walk (SRW)について、次の２つの時間を考える ：

• 被覆時間 (cover time): tcov(G) := max
x∈V (G)

Ex( max
y∈V (G)

τy(G)),

但し、τx(G) は、SRWによる点 xへの到達時間、V (G)はグラフの点集合とする。

• 最大到達時間 (maximal hitting time): thit(G) := max
x,y∈V (G)

Exτy(G).

被覆時間は、SRWがグラフのすべての点を訪れるまでの時間を表わす。最大到達時間は、SRWが一方の点

から他方の点を訪れるまでの時間の最大値を表わす。一般に、被覆時間と最大到達時間の間に次のような関係

がある：
thit(G) ≤ tcov(G) ≤ 2 · thit(G) · log |V (G)|, (1)

但し、|V (G)|は、グラフの点の総数を表わす。不等式 (1) の右辺は、Matthews[3]により示され、多くの例

で tightな評価を与える（すなわち、thit(G) · log |V (G)| が被覆時間の正しいオーダーを与える）ことが知ら
れている。他方、不等式 (1)の左辺は、多くの critical random graphsに対して、tightな評価を与えること

が最近示された [2]。本研究では、これらの結果を一つの枠組みに整理して、(1)に現れる、被覆時間に対する

２つの評価が tightとなるための十分条件を与えた。さらに、この十分条件を応用して、様々なランダムグラ

フに対する被覆時間の評価を行った [1]。

1 準備

結果を述べるために、いくつかの準備をする。

有限グラフ Gを考える。 グラフの点集合を V (G)、辺集合を E(G)とする。有効抵抗 (effective resistance)

を次で定義する：

Reff(x, y)−1 := inf{E(f, f) : f ∈ RV (G), f(x) = 1, f(y) = 0}, x, y ∈ V (G).

但し、

E(f, f) :=
1
2

∑
u,v∈V (G)

{u,v}∈E(G)

(f(u) − f(v))2, f ∈ RV (G).

点集合 V (G)上の２点間の有効抵抗の最大値を diamR(G)と置く。さらに、有効抵抗に関する ballを次のよ

うに定義する：
Beff(x, r) := {y ∈ V (G) : Reff(x, y) ≤ r}.

1



この ballsを用いて、covering number と packing numberを次のようにそれぞれ定義する：

ncov(G, r) := min
{

m ≥ 1 : ある点 x1, · · · , xm ∈ V (G) が存在して、

V (G) ⊂
m∪

k=1

Beff(xk, r)
}

,

npac(G, r) := max
{

m ≥ 1 : ある点 x1, · · · , xm ∈ V (G) が存在して、

Beff(x1, r), · · · , Beff(xm, r) は、互いに disjoint
}

.

2 結果

1) ある正定数 c1, c2 > 0 が存在して、

log{npac(G, c1 · diamR(G))} ≥ c2 log |V (G)|

が成り立つとする。このとき、ある正定数 c > 0 が存在して、

c · thit(G) · log |V (G)| ≤ tcov(G) ≤ 2 · thit(G) · log |V (G)|.

2) ある正定数 c1 > 0 と r0 = diamR(G)かつ、ある k0 ∈ N に対して、rk0−1 > 0, rk0 = 0 を満たすある非

負単調非増加列 (rk)k≥0 が存在して、

k0∑
k=1

√
rk−1 log{ncov(G, rk)} ≤ c1

√
diamR(G)

が成り立つとする。このとき、ある正定数 c > 0 が存在して、

thit(G) ≤ tcov(G) ≤ c · thit(G).

3) 出生分布の分散が無限となる critical Galton-Watson tree を考え、生存するように条件づける。この

（有限部分に制限した）グラフ Gに対する被覆時間のオーダーは、thit(G)である。

本講演では、どのようなグラフが結果 1), 2) の仮定を満たすかを説明したい。また、結果 3) については、

正確なモデルの定義とその被覆時間の評価を紹介したい。

参考文献
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Some regularity results for a certain class of de Rhanl's

functional equations

岡村 和樹
*

まず,以下の関数方程式を考える。Pc(0,1)とする。

これはde Rhamの関数方程式の一例である(111).μpを,解メを分布関数とする[0,1)上の確率測

度とする。この測度は,p,1)を(0,1)Nと同
一視すると,Bernoulli測度になっている。

S(p)=―p10g2p_(1_p)10g2(1~p),p∈10,11とする.dimFr(E)でどのHausdOrfF次元を表

す。このとき以下が成立する(cf,レ1,p172).

Fact。(1)μクは,p=1/2で Lebesgue測度について絶対連続,p≠1/2で特異.

(2)あるBorel集合ィタについて,μP(ィp)=1か つdimダ(ィク)≦5(p)。

(3)dim〃(ズ)<S(p)と なる任意の Borel集合 ズ に対し,μク(ズ)=0.

次に,よ リー般の場合を考える.

ただし,見:p,11→p,11,ぁ=0,1)は狭義単調増大な縮小写像で,0=島 (0)<島(1)=■(0)<
孔(1)=1と する。このとき,方程式 (1)は

一意な連続解をもつ ([11)・

ここでは,見,t=0,1,が 共に 1次分数変換の場合を考える。具体的には,見(冴)=Φ (ムを;密),

冴制 ,た 叩 であな ただL2メ 2実行列九=C9と 郷∈時に対L駅 初 =州

であ吹 ん =化

扮
声 =叩 朋 下味 件 慨 瑚 をみたすとす独

樹孵手c舗宣れ.<鍬
封・

(A3)(at冴づ―b,Cを)1/2<min{】ど,Cづ十】づ},づ=0,1.

ネGraduate School of NIathenlatical Sciellces,′「hc Univcrsity of Tokyo,Kolllaba 3-8-1, Iヽcguro―ku,Tokyo

153-8914)Japan c― mail: kazukioCms.u一 tokyotac.jP
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2乗可積分性をもつレヴィ過程に対するマリアバン解析
とその応用

鈴木良一∗

The Clark-Ocone formula is an explicit stochastic integral representation for random variables in terms
of Malliavin derivatives that turns to be central in the application to mathematical finance. On the other
hand, a Stroock formula is an explicit representation for chaos expansion by using Malliavin derivative.
In this talk, we introduce a Clark-Ocone type formula under change of measure for Lévy processes with
L2-Lévy measure ([6]). As an application of the theorem, we are also preparing a paper concerning the local
risk minimization problem ([1]). We also introduce a Stroock type formula for L2-Lévy functionals ([5]).

Throughout this talk, we consider Malliavin calculus for Lévy processes, based on, [4] and [2]. Let
X = {Xt; t ∈ [0, T]} be a centered square integrable Lévy process with representation

Xt = σWt +
∫ t

0

∫
R0

zÑ(ds, dz)

on a complete probability space (Ω,F , P; {Ft}t∈[0,T]), where {Ft}t∈[0,T] is the augmented filtration gener-
ated by X and σ is a constant number. Furthermore, we assume that {Wt; t ∈ [0, T]} is a standard Brownian
motion and that N is a Poisson random measure independent of W defined by

N(A, t) = ∑
s≤t

1A(∆Xs), A ∈ B(R0), ∆Xs := Xs − Xs−,

where R0 := R \ {0}. In addition, we will denote by Ñ(dt, dz) = N(dt, dz) − ν(dz)dt the compensated
Poisson random measure, where dtν(dz) = λ(dt)v(dz) is the compensator of N, ν(·) the Lévy measure of X
and λ the Lebesgue measure on R. Since X is square integrable, the Lévy measure satisfies

∫
R0

z2ν(dz) < ∞.
Now we consider a finite measure q defined on [0, T]× R by

q(E) = σ2
∫

E(0)
dtδ0(dz) +

∫
E′

z2dtν(dz), E ∈ B([0, T]× R),

where E(0) = {(t, 0) ∈ [0, T]× R; (t, 0) ∈ E} and E′ = E − E(0), and the random measure Q on [0, T]× R

by

Q(E) = σ
∫

E(0)
dWtδ0(dz) +

∫
E′

zÑ(dt, dz), E ∈ B([0, T]× R).

Let L2
T,q,n(R) denote a set of product measurable, deterministic functions f : ([0, T]× R)n → R satisfying

∥ f ∥2
L2

T,q,n
:=

∫
([0,T]×R)n

| f ((t1, z1), · · · , (tn, zn))|2q(dt1, dz1) · · · q(tn, zn) < ∞.

For n ∈ N and fn ∈ L2
T,q,n(R), a multiple two-parameter integral with respect to the random measure Q

can be defined as

In( fn) :=
∫
([0,T]×R)n

fn((t1, z1), · · · , (tn, zn))Q(dt1, dz1) · · · Q(dtn, dzn).

In this setting, we introduce the following chaos expansion (see Theorem 2 in [3], Section 2 of [4]).
∗Department of Mathematics, Keio University, 3-14-1 Hiyoshi Kohoku-ku, Yokohama, 223-8522, Japan, reicesium@gmail.com
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Proposition 1 Any F -measurable square integrable random variable F has a unique representation

F =
∞

∑
n=0

In( fn), P−a.s.

with functions fn ∈ L2
T,q,n(R) that are symmetric in the n pairs (ti, zi), 1 ≤ i ≤ n and we have the isometry

E[F2] =
∞

∑
n=0

n!∥ fn∥2
L2

T,q,n
.

We next define the follows:

Definition 1 1.

2. Let Dk,2(R), k ≥ 1 denote the set of F -measurable random variables F ∈ L2(P) with the representation
F = ∑∞

n=0 In(hn) satisfying

∞

∑
n=k

n(n − 1) · · · (n − k + 1)n!∥hn∥2
L2

T,q,n
< ∞.

3. For F ∈ Dk,2(R), k ≥ 1, we define the k-th Malliavin derivative as follows:

Dk
t1,z1,··· ,tk ,zk

F =
∞

∑
n=k

n(n − 1) · · · (n − k + 1)In−k(hn((t1, z1), · · · , (tk, zk), ·)),

(tk, zk) ∈ [0, T]× R, k ≥ 1.

Now, we assume the following.

Assumption 1 Let θ(s, x) < 1, s ∈ [0, T], x ∈ R0 and u(s), s ∈ [0, T], be predictable processes such that∫ T

0

∫
R0

{| log(1 − θ(s, x))|+ θ2(s, x)}ν(dx)ds < ∞, a.s.,∫ T

0
u2(s)ds < ∞, a.s.

Moreover we denote

Z(t) := exp
(
−

∫ t

0
u(s)dW(s)− 1

2

∫ t

0
u(s)2ds +

∫ t

0

∫
R0

log(1 − θ(s, x))Ñ(ds, dx)

+
∫ t

0

∫
R0

(log(1 − θ(s, x)) + θ(s, x))ν(dx)ds
)

, t ∈ [0, T].

Define a measure Q on FT by
dQ(ω) = Z(ω, T)dP(ω),

and we assume that Z(T) satisfies the Novikov condition. Furthermore we denote

ÑQ(dt, dx) := θ(t, x)ν(dx)dt + Ñ(dt, dx)

and
dWQ(t) := u(t)dt + dW(t).

We next introduce a Clark-Ocone type formula under change of measure for Lévy processes.
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Theorem 1 Let F ∈ D1,2(R). Then, under Assumption 1 with some conditions, we have

F = EQ[F] + σ
∫ T

0
EQ

[
Dt,0F − FK(t)

∣∣∣∣Ft−

]
dWQ(t)

+
∫ T

0

∫
R0

EQ[F(H̃(t, z)− 1) + zH̃(t, z)Dt,zF|Ft−]ÑQ(dt, dz),

where,

H̃(t, z) := exp
(
−

∫ T

0
zDt,zu(s)dWQ(s)−

1
2

∫ T

0
(zDt,zu(s))2ds

+
∫ T

0

∫
R0

[
zDt,zθ(s, x) + log

(
1 − z

Dt,zθ(s, x)
1 − θ(s, x)

)
(1 − θ(s, x))

]
ν(dx)ds

+
∫ T

0

∫
R0

ÑQ(ds, dx)
)

,

and

K(t) :=
∫ T

0
Dt,0u(s)dWQ(s) +

∫ T

0

∫
R0

Dt,0θ(s, x)
1 − θ(s, x)

ÑQ(ds, dx).

Finaly, we introduce a Stroock type formula for L2-Levy functionals.

Theorem 2 Let F ∈ ∩∞
k=1Dk,2(R). Then, we have

F = E[F] +
∞

∑
n=1

In( fn),

where,

fk((t1, z1), · · · , (tk, zk)) =
E[Dk

t1,z1,··· ,tk ,zk
F]

k!
for all k ≥ 1.
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Tunneling for spatially cut―c)fF P (¢,2~IIalI―liltonians

Shigeki Aida

Tohoku University

Let― 五 be the secOIld quantization operator ofャ /物2_△ ,where r/し is a positive number.

Let入=1/んbe a large positive parameter.Let us consider an interaction potential function h
which is given by aヽ /ヽick poly1lo■lial

払ω=入k:P(響)Wωtt     ω
wllere g is a non―negative sIIェooth function w比1l co■lpact support and P(冴)=Σ脅当aたがis
a  p o l y n o r n i a l  b o u n d e d  f r o m  b e l o w . T h e  o p e r a t o r十 二 十 レ扶 iS C a l l e d  a  s p a t i a l l y  c u t―of F  P (φ )2 ~

Hallliltonia11.Fornlally,一二十 な` iS unitarily equivalent tO the ininite dilnensional Schrbdinger

operator:

~△
L 2四 十 人び砂 / V京)一

; t r (胸

2 _△
) 1 / 2。 n五

2し 2は
) ,放り     像 )

where冴 切 is an inflnite dilnensional Lebesgue measure.The functionし r is a potential functiOltl

such that

y m ) =を
kJ・
)2』密十
光 (七手

御律)2+ : P砂 し)) : oし))湖"

and△ L2(R)den°tes the“Laplaciall"on五
2(R,てJ2,).Herlce,by the ana10gy of Schrbdinger operators

in flnite dilnensions,it is natural to expect that asymptotic behavior of lowlying eigenvalues of
―二十 1なin the selflliclassical lilnit入―→ (沌is related with the properties of global miniHLuln

poillts ofし
戸.In vie、v of this,、、アe consider the fo110wing assunlptions.

Assumption l.Let P be the polynomialin(1)and y be the fullction on rrl wllich is giveIェ

by

y(ん)=:
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Let El(人)

Theorerlt1 2,

where

be the lowest eigenvalue of―二十 なヽ.The flrst Hlain result is as fo1lowst

Assume that(Al)and(A2)hold.Letど 1(入)=iIIf σ(一二十 イリ.Thell

難雪監ゴ1(入)=1戦孔Eぁ

ゴt=inf σ(―二十9t)

and 9,iS given by

9,(lX l)=

Relfllark 3. In the case of inite dilnensional Schrbdinger operators,there exist eigenvalues near

t h e  a p p r o x i m a t e  e i g e n v a l u e sどぅwh e n  t t  i s  l a r g e . I n  T h e o r e l l 1  2 , i fゴt <胸 十nェi l l l <ぢ<れ垣杭 th e l l

the same results hold by the result of Hoegh― Krohn and Simon(J.Funct.Anal.Vol.9,1972).

Ho、vever, if it is 1lot the case, it is not clear and they may be elllbedded eigenvalues in the

esserltial spectrum.Under the assumptions in Theore■ 15,E2(入 )iS an eigenvalue for iarge人 .

SiI1lon(PrOC.Amer.M[atileSoc.Wiol.35,1972)gave an exaIIェ ple of P(φ)2~Halniltonian for which an

embedded eigenvalue exists,

Let

E2(入)=illf(σ(―五十`な)＼{El(入)}}.
WVe can prOtt that垣ろ(入)一 El(入)iS expOnentially small when y is a symmetric double well

potential function.The exponential decay rate is given by the AgmOn distance吊 アhich is deflned

belo、v.

Deinition 4.Let O<T<∞ aIェdん ,た ∈ Ffl(R)・ Let九 6ヶ,ん,た(Ffl(R))be the Set of all

a b s o l u t e l y  c O n t i n u o u s  p a t i l s  c : 1 0 , T l→ダ 1 ( R ) S a t i S t t i n g  C ( 0 ) =ん, c ( T ) =た 。 L c t  y  b e  t h e

potelltial fllnction in(3).Assulne y is non― negative.ヽ 砲ヽ deine the Agmon distance between

ん,んby

冴静
θ
(ん,ん)=illf(ゼ υ(C)IC∈ Aσ T,んぅん(ダ

1(R))},

where

句0=克
T7XO剛
肌

The fo110、virlg estilnate is the second lnaiIェresult.

Theorem 5.Assume that y satisies(Al),(A2),(A3).Then it h01ds that

伊
冴

何ｇ密
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，
ｒ

( 8 )

( 9 )

( 1 0 )

h辞
琴盟p bg(ゴ
2(入)~回1(入))≦一巧θ(航一んo), (11)

Remark 6。 (1)Aglnon distance can be exteilded to a continuous distance fllnction on Fr1/2(R).
在ヽoreover the topology deflned by the AgmOn distance coincides with the one deflned by the

Sobolev nOrm of〃 1/2(R).

(2)ヽ Ve can prove the existence of lrllillimal geodesic between′ 2‐O arld― んO with respect to the

Agmon IIletric.The uniqueness of the geodesics is 1lot clear at tlle IIloment.

(3)Tlle Agll■on distallce』う
°
(ん0,一ん0)is equal to an Euclidean action illtegral of an install―

ton solution.This is an inflnite dilnensional example corresponding to the result of instanton

in the case of Schrbdinger Operator which is due to CarI1lona and Simorl(Comm,Math.Pltts.

輸 1.80,1981).



INVERSE PROBLEMS FOR STOCHASTIC TRANSPORT

EQuATIONS

乙部厳己*(信 州大学理学部)

2 0 1 2勺三12月 20日

本講演では線形 :

=∂ r包(冴,サ)十 ( ? (打)十 わ)包(冴,む) ,

φ(冴),

および線形非斉次 :

+ L i l‐

の輸送方程式に対する、

求める問題を考察する。

.ア
.(古
):=伍 (を,a)を既知量としたときに未知関数 qを

1 動 機

数理物理学の第一段階では、方程式を立て、その解の挙動を調べて、それが実際の現象をモデル

化したものとして相当かどうかを議論する。例えば

儲 躍 及暑

抑 ° m瑚
  。

は密度が?で表される媒質を伝播する波動現象を記述する。
一方第二段階では、例えば波動現象が

(3)で記述されることは既知として、その観測デ
ータy.(a,サ):=包(a,サ)から媒質 9(r)を追求するこ

とがある。例えば人体/ピ ラミッドの外から電磁波をあてて内部の様子を探る、海面上の船から超

音波を照射して海水中の様子を探るなどがその例である。これらは非破壊検査と呼ばれ、最も典型

的な逆問題である。
一方で容易に分かるように、(3)自身は線形方程式であるがその逆問題メ博 qはきわめて非線形

度の高い問題であり、解は一意に存在するが、Hadamardの 意味では適切ではない。すなわち、観

測値メに対してqは連続に変化せず、非適切 Gll―posed)な 問題である [11。そして、この問題に

おいては観測誤差は避けられない前提であるから、これはきわめて深刻であり、連続性の問題は中

心課題の一つである。本講演では、観測その他の理由による誤差は避けられないものであるから、

方程式そのものに誤差項を導入してこの問題を議論する。ただし、問題を明確にするために扱う確

率偏微分方程式としては考え得る限り易しい線形 1次元の輸送方程式とする。
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2 )頂問題

方程式 (1)と (2)において、雑音項 をは時間に依存する場合的(む)と空間に依存する場合 わ(材)

の 2種 類を考え、それぞれガウス型白色雑音とする (切(む)あるいは切(何)をブラウン運動として

あ(サ)=冴切(む)/冴をまたはお(露)=″ U(露)/冴αとする)。時空間白色雑音は考えない。直観的には、働(む)

の場合は観測データが激しく攪乱されている場合、お(α)の場合は媒質が
一様に不純物を含んでい

る場合と思って差し支えない。

我々の目的は逆問題であるが、実際にはそれらの確率偏微分方程式に解の定義を与え、その解に

ついて議論するところから始めなければならない。(1)と(2)は、雑音があ(を)の場合は通常の伊藤

の意味でこの方程式を理解し、わ(寛)の場合には超関数解として理解する (この差は後で影響する)。

それら (4種)を ここで記すことは控えるが、いずれも一意な強解が存在する。すなわちこのこと

から、まず初めに確率空間を固定して働を与え、そのもとで方程式を議論してよい。その結果、考

える物理系 (方程式)を 固定したもとで、我々は写像 (φ,9,切)ゆ 句を構成できることになる。

3 逆 問題

我々は (1)と(2)で与えられる方程式の順問題が解 (φ,9,切)ゆ 也を持つという前提で、観測値

メ(a,t):=伍(a,サ)が与えられたと仮定する。

本講演における逆問題とは、写像 (φ,メ)-9が 構成できるかという問題として定義する。この

とき、確率空間および雑音は順問題が一意な強解を持つことから固定したものとする。重要なこと

は、我々はメ(a,サ)は本来伍(a,古;切)なのであるが、メが与えられるごとに関数 q(α)(り に依存しな

い)を (りによらず)求 めることができるかという問題を設定していることである。すなわち、観

測データがただ 1つだけ得られるとしたときに、いかなる条件下でqが復元できるかということを

問題にする。

講演において、むしろ線形 (乗法的雑音)の 場合 (1)の方が易しく、非斉次 (加法的雑音)の 場

合 (2)の方が困難が生じて、現状では推定できるqには大きな制限が伴っていることを述べる。こ

れは順問題とは逆である。

その理由を感覚的に理解するには、次のことを考えればよい。線形系 (1)においては、雑音は解

竹の影響を伴っている。従ってある意味で雑音部を解析することから化の情報を取り出すことがで

き、その中にcの情報が含まれている。
一方で、加法的な場合 (2)には、雑音は解と独立に加えら

れている。そのため雑音部の解析から解の情報を取り出すことができない。この事情は次の SDE

からもすぐに分かる。冴ズと=aズ を統十冴Bとの解 (の1つの標本路)ズ を(切)を知っても、aを取り

出すことは自明ではない。なぜならaが どんな値であってもその分布は (有限時間区間 p,Tl上で

は)そ れぞれ絶対連続であり、従って、標語的にいえばその標本路ズを(切)は Bを(げ)として現れう

る。その差を見るにはT→ ∞ とする必要がある。

講演ではこれらのそれぞれの場合について現在得られているqの条件と、それを再現する具体的

な公式について述べる。

参考文献
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1 問 題

と2(Rブ)上の飛躍型ディリクレ形式 (ぴ,2(ど))を次のように定める。

どし,の=払ブ×Rプし例―クロ汗yl_r,ヵなり,  ス の=降はり}ぱ,  (1)
ただし、ここでノ(x,ノ)は対称な関数であり、適切な正定数【1と的、及び関数φにより

≦Ⅲ ガ≦       0

と評価されるものとする。特にφ(/)がφ(r)=/°(0<α<2)を満たすときには対応するマルコフ過程{拓}
をα―stable like process、ゅ(/)=/α(l V eXp(″(/-1)))(0<α<2,″>0)を満たすときにはrelativistic α―stable

like processという。これらのマルコフ過程における熱核(あるいは対応する生成作用素プ を用いた方程式

∂ク/∂r=プ″の基本解)〃(r)ヌ,ノ)の上下からの評価は、Z.―Q.Chen,R Kim及び熊谷 [2,3]により次のように与

えられている。

命題 1.ター2.Cレθ″,熊谷2θθり

α…srαbル′′姥〃拘ご夕Nの 熱核はCl及びの を正定数として以下のように評価される。

辞 ∧
赫
)≦力,名メ 押 A碑 >

命題2.“―o.Cレ御,P燈″,熊谷2θアリ

ガαrルなたα―srαうた′,た2β殉ご容sの熱核はQ(,cN)を正定数としてァとトーノの大小に応じて以下のように評

価される。

ヤ宅∧蒜 )≦力,ちえ が
∧
碑 )ωq卜 川

≦り

毎ギ頚 ―皇生告戸
立:う≦力 ,あガ釦 ギ頚 _甲 )ll Vヌ朝 幼

C7r~どeXp(_ご8隊一ノ)≦〃(r,χ,ノ)≦ご9r~どexp(_ご10χ―ノ) (1≦″≦ヌーメ)
cllr exp(一ご12卜~ノ|)≦β(ア,メ,ノ)≦ご13r eXp(一ご141‐r一ノ|) (0<r≦1≦トーノ|)



いずれの場合も、評価式は正定数の選び方を除けば上下とも全く同じになることが云える。以上の結果を踏

まえて、以下では過渡的なディリクレ形式においてグリーン緊密な正値ラドン測度 μによる摂動、即ちシユ

レディンガー形式

どμ(ク,夕)=ど(″の 一
kブ
″2仰            ( 3 )

を考える。ただし、測度μがグリ
ーン緊密である(μ∈シ勧 とは加藤クラスに属し、任意のε>0に 対して

或るδ>0と コンパクト集合 Kが 存在してμ(』)<δ 及び』⊂Kと なるとき、グリーン核 αヌ,ノ)に対して

あuκc C(χ,ノ)μ(ウ)<Eを満たすような測度のことである。更にどμに対応する生成作用素をグμで表す。本
講演では重夕μを用いた方程式∂ク/∂r=重夕μ″の基本解ノμ(r,X,ノ)が正定数の選び方を除けばβ(r,メ,ノ)と同様の
評価を持つ (この現象を、基本解の安定性という)ためにμに課すべき必要十分条件について論ずる。尚これ

は、基となるマルコフ過程が過渡的なブラウン運動の場合を扱った竹田 [6]の先行結果を飛躍型マルコフ過程

の場合に拡張したものである。

2 主 結果及び証明の概略

主結果は以下の通りである。

定理 3.`″ 2θF妙

ディリクレ形式 (ど,2(ど))は過渡的で、μ∈シ免は

を満たしているとする。このとき、基

inffぴ(ク,″)|ク∈2(ど),

が成立することである。

式 (5)は、測度μのディリクレ形式 (ど,2(ど))に対する小ささを表している。必要性の証明には、以下の 2

つの命題がカギになる。

命題 4.r竹田 2何り

過渡的なディリクレ形式 (ど,多(ぴ))と、プれに属す測度μに対して以下の3点 は互いに同値である。

pガ
' Pμ
( y ,メ,ノ)力 = i  Cμ(メぅノ)< O Oが 全 ての x≠ ノに対 して成 立す る。

存りin“ど(″,7)|″∈2(ど),撫冴ク
2冴
μ=1}>1

“り μはゲ
ージアブルである。すなわち、μにルヴュ

ーズ対応するような連続正値加法的汎関数をИメとす

るとsupx∈R′臥leXp惚生)l<∞ となる。

ただし、μがプっに属すとは、加藤クラスに属し任意のε>0に 対して或るδ>0及 びコンパクト集合てが

存在 して μ(β) <δ 及 び 』⊂て の とき ぁし杵 C (χ,ノ) Cけ , Z ) / C (・ぅZ )μ(ウ) < O Oが 成 立す るこ とであ る。

命題5.r″2θアリ

{拓}のグリ
ーン核C(ヌ,ノ)が、正定数Clとcで 以て、Cl≦g(/)/g(2/)≦Q (/>0)と なるようなg(/)及び

正定数Q,oに より、Qg(任―ノ|)≦C(χ,ノ)≦ag(任―ノ|)を満たすとする。このとき%=ス が成立する。
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命題 5は 、いわゆる 3G―Theoremが適用可能な十分条件を与えており、本講演での枠組みではプっは光

と何ら変わりがないことがわかる。μ∈え に対して基本解の安定性を仮定すると、命題 4の (1)が成立する

ので、結論である命題 4の (11)も成立し、必要性の証明ができる。

十分性の証明には、命題 4と 以下の命題がカギになる。

命題6.“ -2,C/7御,7-S.動α″g2θθ妙

力(メ)が拡大ディリクレ空間しろ(ぴ)に属す有界関数ッでもって力(メ)=exp(ツ(ヌ))と表されるとき、と
2(ヵ2放
)上

のディリクレ形式(汐ぅ2(汐))が以下で定まる。

す(ク,夕)= 2 (ど) = 2 (ど )

まず、命題 4よ りμはゲ
ージアブルなので、力(I)=暁 卜Xp(И生)1と定めると或る正定数 Qで もって

1≦力(ヌ)≦qを 満たす。このような力(メ)を用いて命題 6の証明を辿れば (ど,2(汐))に対応するような

と2(ヵ2な)上の強連続半群 (9〉が

餌 均=吼 [艦 輛 妨 例       o

で与えられることもわかり、その積分核はルベーグ測度に対してみ(ヌルμ(″,・,ノ)カウ)に等しい。
一方で、

1≦力(χ)≦Qと なることからと
2(ん2放
)上のディリクレ形式(6)は飛躍測度ブ(I,ノ)力(メ)カウ)をもつと

2(R冴
)上の

ディリクレ形式と見なすことができる。ブは,ノ)力(χ)力伊)は正定数の選び方を除けば、元のディリクレ形式の飛

躍測度ブ(ヌ,ノ)と同様の評価式(2)をもつため、Z.―Q.Chen,R Kim及び熊谷の先行結果より、力(I)ノμ(r,労,ノ)力0)、
ひいてはノμ(r,χ,ノ)も ノ(r,メ,ノ)と 同様の評価式を満たすことが云える。尚、主定理における条件 (4)は、命題

6を 力(χ)=E.卜 xp(И生)1で適用する上で十分にするために課 したものであり、弱められる可能性があることを

付け加えておく。
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a nodeswise orthogonal property

Hiroshi KANEKO,Tokyo University of Science
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AccOrdingly,we can dra、v the tree associated
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On a stochastic differential equation for SLE on multiply
connected planar domains

Masatoshi Fukushima

In 2000, Oded Schramm [S] formulated the stochastic Loewner evolution
(SLE) on the upper half plane H with a finding that the possible candiates
of the driving processes are ξ(t) =

√
κBt, where Bt is the standard Brownian

mtion on ∂H and κ is a positive constant. In this talk, we show that, for
a corresponding evolution for a multiply connected domain, the possible
candidates of the driving processes are given by the solution (ξ(t), s(t)) of a
specific Markov type stochastic differential equation, where ξ(t) is a motion
on ∂H and s(t) is a motion of slits. When no slit is present, it reduces to√
κBt as above. This is a joint work with Z.-Q. Chen.
A domain of the form D = H \

∪N
k=1Ck is called a standard slit domain,

where {Ck} are mutually disjoint horizontal line segments. The collection of
standard slit domains is denoted by D. We fix D ∈ D and consider a Jordan
arc

γ : [0, tγ ] → D, γ(0) ∈ ∂H, γ(0, tγ ] ⊂ D.

For each t ∈ [0, tγ ], let gt be the unique conformal map from D \ γ(0, t] onto
some Dt = H \

∪N
k=1Ck(t) ∈ D satisfying the hydrodynamic normalization

gt(z) = z +
at
z

+ o(1), z → ∞,

for some constant at strictly increasing in t with a0, which is called the
half-plane capacity. Define

ξ(t) = gt(γ(t)) (∈ ∂H), 0 ≤ t ≤ tγ .

The following facts have been proved in [CFR]:

• at, ξ(t) and Dt ∈ D are continuous in t.
In particular, the arc γ can be reparametrized in a way that at = 2t,
0 ≤ t ≤ tγ (half-plane capacity parametrization).

• Under this parametrization of γ, the family gt(z) satisfies
the chordal Komatu-Loewner equation

dgt(z)

dt
= −2πΨt(gt(z), ξ(t)), g0(z) = z ∈ D, 0 < t ≤ tγ ,

where Ψt(z, ζ), z ∈ Dt, ζ ∈ ∂H, is the complex Poisson kernel of the
Brownian motion with darning (BMD) on the standard slit domain
Dt.

1



• The endpoints zj(t) = xj(t) + iyj(t), z′j(t) = x′j(t) + iyj(t), of the slits
Cj(t) of Dt satisfy the Bauer-Friedrich equation

d
dtyj(t) = −2πℑΨt(zj(t), ξ(t)),
d
dtxj(t) = −2πℜΨt(zj(t), ξ(t)),
d
dtx

′
j(t) = −2πℜΨt(z

′
j(t), ξ(t)),

We define an open subset S of the Euclidean space R3N by

S = {(y,x,x′) ∈ R3N : y > 0, x < x′,

either x′j < xk or x′k < xj whenever yj = yk, j ̸= k}.

By the correspondence zk = xk + iyk, z′k = x′k + iyk, 1 ≤ k ≤ N, the space
D can be identified with S as a topological space. The point in S (resp. D)
correspondigy to D ∈ D (resp. s ∈ S) will be denoted by s(D) (resp. D(s)).
s(Dt) is designated by s(t). Then

Wt = (ξ(t), s(t)) ∈ R× S (⊂ R3N+1), t ∈ [0, tγ),

is determined by the Jordan arc γ with half-plane capacity parametrization
and becomes a continuous random process if γ is randomized as follows.

We let D̂ = {D̂ = D \ F : D ∈ D, F compact H-hull, F ∩H ⊂ D}.
For D̂ ∈ D̂, let

Ω(D̂) = {γ = {γ(t) : 0 ≤ t < tγ} : Jordan arc,

γ(0,∞) ⊂ D̂, γ(0) ∈ ∂(H \ F ), 0 < tγ ≤ ∞
}
.

Two curves γ, γ̃ ∈ Ω(D̂) are regarded to be equivalent if γ̃ is obtained from
γ by a reparametrization. Ω̇(D̂) will designate the family of the equivalence
classes of Ω(D̂). Each γ̇ ∈ Ω̇(D̂) can be represented by a curve belonging to
this class parametrized by half-plane capacity. We then introduce σ-fields
Ġt(D), t ≥ 0, and Ġ(D) of subsets of Ω̇(D̂) using the coordinate maps.

For each D̂ = D \ F ∈ D̂ and z ∈ ∂(H \ F ), we consider a probability
measure P

D̂,z
on (Ω̇(D̂), Ġ(D̂)) satisfying P

D̂,z
({γ̇(0) = z}) = 1, and further

(DMP) (domain Markov property) and (CI) (conformal invariance) defined
analogously to [S]. For ξ ∈ R and s ∈ S, define a probability measure P(ξ,s)

on (Ω̇(D(s)), Ġ(D(s))) by P(ξ,s) = PD(s),(ξ,0).
It can then be shown that (Wt,P(ξ,s)) is a time homogeneous Markov

process satisfying the Brownian scaling property: For s ∈ S, ξ ∈ R and any
c > 0, {c−1Wc2t, t ≥ 0} under P(cξ,cs) ∼ {Wt, t ≥ 0} under P(ξ,s).

2



We write w = (ξ, s) ∈ R × S. A real valued function u(w) of w is
said to be homogeneous with degree 0 (resp. −1) if u(cw) = u(w) (resp.
u(cw) = c−1u(w)) for every c > 0.

Theorem The diffusion Wt = (ξ(t), s(t)) satisfies under P(ξ,s) the following
stochastic differential equation:

ξ(t) = ξ +

∫ t

0
α(Ws)dBs +

∫ t

0
d(Ws)ds

sj(t) = sj +

∫ t

0
dj(Ws)ds, t ≥ 0, 1 ≤ j ≤ 3N,

for a non-negative homogeneous function α(w) of degree 0, a homogeneous
function d(w) of degree −1. Here Bt is a one-dimensional standard Brow-
nian motion and the function dj(w) = dj((s, ξ)), 1 ≤ j ≤ 3N, are defined
by

dj(w) =


−2πℑΨs(zj , ξ), 1 ≤ j ≤ N,
−2πℜΨs(zj , ξ), N + 1 ≤ j ≤ 2N,
−2πℜΨs(z

′
j , ξ), 2N + 1 ≤ j ≤ 3N.

in terms of the complex Poisson kernel Ψs(z, ξ) of the BMD on D(s) ∈ D.

Conversely, for given homogeneous functions α(w), d(w) of degree 0, −1,
respectively, both being assumed to be locally Lipschitz continuous, the
above SDE admits a unique strong solution Wt = (ξ(t), s(t)) because dj(w)
are also locally Lipschitz continuous by virtue of [CFR].

We then substitute Wt = (ξ(t), s(t)) into the Komatu-Loewner equation

dgt(z)

dt
= −2πΨs(t)(gt(z), ξ(t)), g0(z) = z ∈ D(s(0)),

to produce random conformal maps {gt(z)} and random growing hulls {Kt}
analogously to the SLE for the simply connected domain H.
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自由確率論での無限分解可能性

長谷部高広 (京都大学)

自由確率論においては, 確率論の場合の類似として自由無限分解可能分布
が定義される. ある種のランダム行列の固有値分布を考えると, 行列を大き
くしていった極限で自由無限分解可能分布が現れることが知られている. こ
のクラスの分布ついては, 確率密度関数が具体例に書ける例があまり知られ
ていない. そこで, ベータ分布B(1− a, 1 + a) を含む確率測度の族 µα

s,rを導
入する. β(p, q)とは密度関数が 1

B(p,q)
xp−1(1 − x)q−1 (0 < x < 1)と表される

分布のことである. ここでB(p, q) =
∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1 dxである.

µα
s,rはスチルチェス変換を用いて次のように定義される:

Gα
s,r(z) =

∫
R

1

z − x
µα
s,r(dx) = −r1/α

(
1− (1− s(−1

z
)α)1/r

s

)1/α

.

この式の右辺でもって µα
s,rが定義されていると理解するのだが, 確率測度と

して存在するためには以下のような条件が必要である.

定理 1. 1 ≤ r < ∞, 0 < α ≤ 2とする. さらに以下の条件のいずれかが成り
立つとき, µα

s,rは確率測度になる:

(1) 0 < α ≤ 1, (1− α)π ≤ arg s ≤ π;

(2) 1 < α ≤ 2, 0 ≤ arg s ≤ (2− α)π.

µ1
−1,rはベータ分布 β(1 − 1/r, 1 + 1/r)と一致することが分かる. また確

率分布 µα
s,rに従う確率変数をXα

s,rとすると, これは次の自己相似性を満たす
ことが分かる:

Xα
cs,r

d
= c1/αXα

s,r.

自由無限分解可能性を調べるためにはスチルチェス変換の逆関数が必要であ
る. 今の場合, Gα

s,rの逆関数は容易に計算することができる. このことを用い
て, 色々な自由無限分解可能分布の例を得ることができた.
より一般のベータ分布 β(p, q)のスチルチェス変換は超幾何関数を用いて

表すことができる. 時間があればこちらも議論したい.

1



中島誠
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l  lntroduction

次の形の SP D E ( H e a t  e q u a t i o n  w i t h  n o i s c )を考える。

=;△竹・,の十択の略 分

ここで a(竹)は R上 の連続関数.所 (を,冴)は時空間パラメ
ータのホワイトノイズ.

この SPDEの 解に対応する確率モデルとしてスーパーブラウン運動 (super Brownian motionぅSBM)
などの測度値確率過程などがある.

1.1 スーパーブラウン運動

Rd上 の有界測度全体の集合をル竹(R』)と する (位相は弱収束の位相を入れる),ス
ーパーブラウン運動

(ズt(。):七≧0}はルイF(R』)の値をとる確率過程であり,次のマルチンゲール問題の一意解として特徴付け
られる.

ランダム環境中の分枝ランダムウォークと測度値確率過程

∂↓包(ちα) ( 1 , 1 )

て
　
δ

し

ν
封
錦
マ

／虫

数

ズ

ｒ

ｉ

ｌ

ブ

ヽ

１

ｌ

Ｋ

( 1 . 2 )

ここでχs(7)=漁J7(露)ズs(冴露),γ>0
スーパーブラウン運動の確率モデルとしての捉え方は後に回し,上の SPDEと 関連する先行結果を挙
げる。

Theorem l.1.″,5,ヴれ(・)をスーパーブラウン運動とする.

θ β=リ ズせ(・)は確率Fで任意の古∈(0,∞)であCbCSθttc測度に対して絶対連続であり,その密度を
包(を, r )と す る と rズ↓(ど密) =包 (を, r )江り ,次 の S P Dど を満 たす .

a呻 ,り=;知 ,り十V地 り″は,

つり御≧2ノれ(冴のはれ(1)≠0であるときろcbcsθttC測度に対して特異な測度であり,特にその台
5Ψp(ズサ)の〃a匂5冴θげ次元は2であるrlra切5冴θttF測度も具体的に知られているノ

(1)より冴=1の ときa(切)=ャ/何とした(1・1)に対応していることがわかった.
このように (1.1)に対応する確率モデルがいくつか知られており)代表的なものとして以下のものが
あるも

a(句)=人 切,人 ∈R← KPZ方 程 式 の COle―HopF解 111

a(切)=V牝 ―包
2← steppiIIs―storleモデルの連続極限 [珂

そこで別のa(切)に対応する測度値確率過程を構成することを考える.

ホnakamako⑥ IIlath tsukuba ac jp



1.2 ラ ングム環境中のスーパーブラウン運動

Mytnikが博1でランダム環境中の分枝ブラウン運動の極限としてランダム環境中のスーパーブラウン運動
(SBMRE)を構成した.SBMRE〈ズを(・):サ≧0)は次のマルチンゲール問題の一意解として特徴付けられる.

ただしg(何,υ)
特に論文の

を持ちSPDE

如 ,0=;蜘 ,り十V“十♂所はり

の解になる。」と述べている.
これをふまえて,a(伍)=V′位十包

2と した (1・1)の解となるような新たな確率モデルをランダム環境中の

分校過程の連続極限と構成することを試みた.

2 SBM,SBMREの 構成

2.l SBM

SBMは 臨界的な分枝ブラウン運動の連続極限として得られる,
ここでは分枝ブラウン運動を次のように定義する.

DennitiOn 2.1.分枝ブラウン運動 (BBM)

作ノ時刻 0で N個 の粒子が原点に存在.

ω
軍響ケ詔毛辮 算言抗替盾秀室子ヨ.ン

運動をし,時刻t=〒で独立に分裂する。分裂は確率
BBMに 対して次のように測度値確率過程の列を構成する.

イ=恥ど=盛キび.
t = 1

ここでBがは時刻古での総粒子数ぅ■は時刻古でのど番目の粒子のいる位置.つまりA∈β偲』)に対して
ズが(九) =墜

墜至翌
半
墜止麹墜。この とき N→ ∞ で収束することが知 られている,

Theorem 2.2.{ズが(・):む≧0}→(ズせ(`):む≧0}.ここでズt(・)はrF.2りの一意解伶=り

2.2 SBMRE

Mytnikは次のようなBBMREの 連続極限としてSBMREを 構成した。

`壬【(")i"∈Rd}をrandOm ieldで次を満たすとする。

P に ( 露) > Z ) = P ( ξ ( r ) < 一 々) , ど ∈ R 』 〕″ c R , ご i ξ( " ) て( y ) 1 = g ( 打 , y ) , E t C ( 打 ) 3 1 < ∞ ,

tん:ん∈N}:cと独立同分布な確率場。このときBBMREを 次で定義する.

Dennition 2.3.ラ ンダム環境中の分枝ブラウン運動 (BBMRE)

r27時亥JOで原点にN粒子.

浄ヴ時刻 t∈ 時ぅ培均 で各粒子は独立にブラウン運動する。時刻む=毛芋 で粒子は独立に分裂する。た

だし確率 ら十        で 2個 夕確率 ら
一重廻
→第発
生空■で 0個 に分裂する。ここで冴は

各粒子が時刻む=毛芋 で到達した点.

営伍数関度密なムダ
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このようにBBMREを 定義し測度値確率過程ズがをBBMの 時と同じように定義するとN→ ∞ とし
た極限としてSBMREが えられる.

注意:。(冴,7)をび密_υで置き換えるということは確率場ξ(冴)が空間に関するホワイトノイズになると
いうことを意味している.Mytnikの構成法に対してす(何,υ)を置き換えたBBMREを 考えると分裂の際に

各粒子は確率 1で異なる位置にいるため互いに影響を与えない (環境の影響もない).このため極限操作を

行っても目的のSBMREは 得られない.

3 Result

目的のSBMREを 得るために次のようなZ』上のラングム環境中の分枝ランダムウォークを考える`

Deinition 3.1.ランダム環境中の分枝ランダムウォーク(BRWRE)

の 時刻0で原点にN個 の粒子.

浄ヴ時刻角で点打にいる粒子は時刻句+1で 隣接点を独立に確率 嘉 で選んで移動する.移動した後独立

に分裂する.分裂の仕方は確率P(N)(れ,露)で2個,確率がN)(γと,切)=1-P(N)(免,″)で0個に分裂す
る.た だし{P(N)(角,何):(角〕露)∈N× Zり は p,11に値をとる独立同分布な確率変数.

測度値確率過程 として BttVREを 定義する。九∈β(R』に対して,

ズざ=仇),ズが(ム)=
‖(時刻世N」でV戸ムの中にある粒子}

また (ξ(れ,打):(句,ガ)∈ N× Zd)を (1,-1}―値独立同分布な確率変数の列で Pに (句,ど)=1)=ら を満た

すものとする。このとき次のことが成 り立つ、

Theorem 3.2.″ ノ冴=1,p(N)(,2,r)=ら 十1緊為字 pCRノ とすると,(ズダ(・):む≧0}は サづ夕んサで,そ の

極限点 (れ (。)iむ≧0)は 確率 1で 全てのサ∈(0)∞)で あebes夕切c測 度に対して絶対連続であり,そ の密度

化ι(むぅr)は 次の 観巧ど を満たす.

N

∂也し■り=非tり十V甲 的,り
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QuenChed large deviations for multidimensional random
walk in randoll‐rl environment with holding tirrles

久保田 直 樹 (日大理工)*

ランダムな待ち時間を持つランダム媒質中のランダムウォーク (以下,酪
/ヽREHTと 表

す)とは,各 格子点上に推移確率と待ち時間をそれぞれランダムに与え,そ れに従い格子

上をランダムウォークする粒子のモデルである。今回この FⅣ REHTに 対し,ラ ンダム

ウォークの平均から大きく離れた
“
稀な事象

"の
確率の漸近的な振る舞いを評価する大偏

差原理と呼ばれる極限定理の研究を行った.各 格子点での待ち時間が常に 1の場合 (すな

わち,後 述の単にランダム媒質中のランダムウォーク)の大偏差原理については,近 年,

積極的に研究されている(例えば,レ,剣)・一方,即WREHTの 場合はDembo,Gantert,

Zeitouniらの結果 111のみであった。そこではランダムな推移確率
・待ち時間についてか

なリー般のエルゴード性を仮定するのみであるが,状 態空間は一次元格子 Zで ,か つラン

ダムな推移確率と待ち時間それぞれに対しある種の下からの一様評価を必要とする.今 回

の結果では,独 立性を仮定をした場合ではあるが,[11の結果を多次元へ拡張し,さ らにラ

ンダムな推移確率 ・待ち時間に対する一様評価を弱めることに成功した.同 時に,大 偏差

原理の評価の指標であるrate f■lnctionについても比較的明確な表現を得ることができた.

以下では,FWREHTの より詳しい設定と結果について説明する。まず,ラ ンダム

媒質中のランダムウォーク (以下,回 WREと 表す)を定義する.冴 ≫ 1と する。?1を

どdi=(CCZ』 ;lcl=1}上 の確率測度全体の集合とし,Ω :=?グ とする。Ωに標

準的な直積 び―加法族 gと 直積測度 P:=μ ttZ』(μは 免 上の確率測度)を 与え確率空

間 (Ω,9,P)を 考える。各 ω =(ω (伊,・))伊∈za∈ Ωに対し,次 の Z】上のマルコフ連鎖

((ズ化)汗≧。,(宅)露cz』)によって回WREを 定義する:ぇ貿ズ。=密)=1,か つ

珂 (ヌ化+1=7+CIス 孔=y)=ω (7,C), れ∈N。,ダ∈Z】,c∈ どか

次に,ラ ンダムな待ち時間を定義する.化 を (0)∞)上 の確率測度全体の集合とする。

Σ :=?塚
dと
し,こ れに標準的な直積 σ―カロ法族 5と 直積測度 P:=ン OZ』(ンは ?2上

kubota⑥grad.math.cSt.nihon―u.ac.jp



の確率測度)を 与え確率空間 (Σ,5,P)を 考える.Σ の要素を σ=(σ2)露czどと表し,

(硫(″))角cN。ぅ密czα∈(0,∞)N°
X Zdを独立な確率変数列で,各 密∈Zdに 対して先(密)の法

則がσ密であるものとする,こ の確率変数硫(密)をランダムな待ち時間と呼び,そ れらの

列 (硫(密))化∈N。,密∈z』に対する法則を見「
Tで 表すことにする.

上で定義した R品/REと ランダムな待ち時間に対して配WREHTを 定義する.回ⅣRE

(ズ角)腎≧。とランダムな待ち時間 (仇(密))角cN。ぅ露czαに対して,Z】 上の連続時間ランダム

ウオーク(Zむ)を≫。を次のように定義し,そ れを回WREHTと 呼ぶ:

ろ:=ズれ,丁 Σ ttLば例)≪サ<Σ硫ば碗)・
駒 =0           れ =0

ここで,Σた。硫ば句):=0。また,残,び:=財oぞ
Tと二し,こ れに対応する期待値を

どぁ.σで表すことにする。同様に,曙 ,見 FTに対応する期待値を F窟)E「
Tと する.

以下,全 体を通して次の 2つの条件を仮定する:

(Al)log min cl=lω(0,C)∈あ】(P)かつ拭ダ5 σo(冴5)∈あ
ど(P)・

(A2)supp(law(Σlcl=lω(0,C)C))のconvex hullに原点0が含まれる。

以上の設定の下で,次 の定理が今回の結果である。

Theorem l.法 則瑠 ,σ(ろル∈
・)に対して大f9~差原理が成立する:Rd上 のすべてのボ

レル集合「に対して,P⑬ P―a.s.で

一
ゑ豊与
rω ≪
風 :Lg電 ,σ

∽ ル∈D≪
一
提争
rω

が成立する。ここで,rate function rは後述のLyapunov exponent a入(・)を用いて

r (密) = S u p ( a入 (何)一 人)
入≫0

で与えられる。

最後に上の定理に現れるLyapunov exponent a人(・)について簡単に説明する。これは

大雑把に言えば,ラ ンダムウォークに対する出発点からある点への trtteling costを表す

もので,エ ルゴード定理を用いることにより次のように定められる量である:
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ここで,「
Z(角
7)はランダムウォ

ーク (Zt)t>oの点 角グヘの初到達時刻である。(1)の左

辺の期待値は,フ ビニの定理とランダムな待ち時間の独立性を用いることにより

と変形できる。ここで,「 ズ(協伊)は回WRE(ズ η)挿≧。の点角νへの初到達時刻で,

頌つコ昭ズ
∞からの・

(2)より,θ入ぅσ(。)をランダムポテンシャルとして持つ 即WRE(χ 句)椎。の traveling cost

として,郎 /ヽREHTに 対するtrtteling costを捉えることができる。これにより,大 偏差

原理について研究が進んでいるランダムポテンシャル中のシンプルランダムウォーク (例

えば,障1)の技術をⅣWREの 場合へ拡張させることができれば,附 VREHTの 解析に繋

がることが分かり,それが今回の結果を得るためのポイントとなっている。
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最大値半自己分解可能分布

西郷達彦　山梨大学医学工学総合研究部

1 概要

無限分解可能分布は確率変数列の和の極限分布からつくられる (Sato(99))が、この和の代わりに最大値を

とった極限分布からつくられるクラスが極値分布 (Resnick(87))である。無限分解可能分布の理論と極値理

論には次表で示す通り顕著に相似した構造がある。

無限分解可能 確率変数列の和 最大値無限分解可能 確率変数列の最大値

（特性関数） µ̂(z) = µ̂n(z)n （分布関数） F(x) = Fn(x)n

自己分解可能 独立確率変数列の和 最大値自己分解可能 独立確率変数列の最大値

（特性関数） µ̂(z) = µ̂(bz) ˆρ(z) （分布関数） F(x) = F(Tβx)Fβ(x)

安定 i.i.d.確率変数列の和 最大値安定 i.i.d.確率変数列の最大値

（特性関数） µ̂(z)a = µ̂(bz)ei⟨c,z⟩ （分布関数） F t(x) = F(Tt(x))

和に関する自己分解可能分布は極限定理もしくは特性関数の満たす方程式によって決まるが、同様に最

大値自己分解可能分布も極限定理もしくは特性関数の満たす方程式により決定する。最大値自己分解可能

分布はGerritse(86)および Pancheva(90)で導入された。今回は最大値半自己分解可能分布について和の枠組

におけるMaejima Sato Watanabe(99)の論文を参考にその表現と性質を明らかにした。

2 諸定義

R
d
(= [−∞,∞)d)値確率ベクトルの列 Xk =

(
X(i)

k , i = 1, . . . , d
)
, k = 1, . . . ,nに対し、最大値ベクトルを

Zn = X1 ∨ . . . ∨ Xn =

(
max
1≤ j≤n

X(i)
j , i = 1, . . . , d

)
とおき、R

d
上の連続 ∨−自己同型写像 L（L(x∨ y) = L(x) ∨ L(y)で逆像あり）の集合を GMA

(
R

d
)
と書く。

定義 1 (最大値無限分解可能) 　 Zn = Xn1 ∨ . . . ∨ Xnk(n) なる列について P (Zn < x)
w→ F(x) となり、また

F(x) > 0なる F の連続点 xで無限小の条件

max
1≤ j≤kn

P
(
Xn j > x

)
→ 0, n→ ∞

を満たすとする。ただし不等号は d個の各要素について考える。このとき極限分布を最大値無限分解可

能分布と言い、そのクラスを MID と表す。F ∈ MID ならば、任意の自然数 nについて分布 Fn が存在し

F(x) = Fn(x)nとなる。

定義 2 (最大値自己分解可能)　独立な列 {Xk}から作る Znを基準化した分布関数の列 {Fn}が非退化の分布
関数 F に弱収束する、すなわち次式を満たすものとする。

Fn(x) := P(L−1
n Zn < x)

w→ F(x), n→ ∞, Ln ∈ GMA
(
R

d
)

さらに F(x) > 0なる F の連続点 xで無限小の条件 max1≤ j≤n P
(
L−1

n X j > x
)
→ 0, n → ∞ を満たすとき、

極限分布 F を最大値自己分解可能と言い、そのクラスを MSDと書く。Xn j = L−1
n X j とすれば、MSD ⊂

MID がわかる。またこのとき任意の β ∈ (0,1]に対し Tβ(x) = lim L−1
[nβ] · Ln(x)として、Fβ ∈ MID が存在し、

F(x) = F(Tβx)Fβ(x)と分解できる。また T =
{
Tβ : β ∈ (0,1]

}
は半群 Tα(Tβx) = Tα·β(x), α, β ∈ (0,1]となる。
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以上の知られている事実を和に関する半自己分解可能と同様の枠組みで捉えなおすことを考える。

定義 3（最大値半自己分解可能）　独立な列 {Xk}から作る Znを基準化した分布関数の部分列 {Fn}が非退化
の分布関数 F に弱収束する、すなわち以下を満たすものとする。

Fn(x) := P(L−1
n Zkn < x)

w→ F(x), n→ ∞, Ln ∈ GMA

ここで無限小の条件を仮定する。このとき極限分布 Fは最大値半自己分解可能と言い、そのクラスをMSSD

と表す。クラスMSDはMSSDの部分集合である。MSDと同様にある β ∈ (0,1]に対して次の分解がある。

F(x) = F(Tβx)Fβ(x), Fβ ∈ MID ,

ここで T =
{
Tβ

}
⊂ GMA

(
R

d
)
は 1パラメータの半群である。

ある分布がMID となることは、次のような exponential measureが存在することと同値であることが知ら

れている。(Resnick(87))すなわち R
d
上の測度 µが q = −∞以外で σ-有限であり、F(x) = exp(−µ(Ac

x))と表

される。ただし x = (x1, . . . , xd),Ax = [−∞, x1] × . . . × [−∞, xd] である。

最大値無限分解可能分布の表現の準備をする。Sβ = {x ∈ Rd; max|x| = max{|x1|, . . . , |xd|} ≤ 1, max|Tβx| > 1}
おく。定義３で β ∈ (0, 1)について Tβx > xを満たすことから、m, nのとき Tm

β Sβ ∩ Tn
βSβ =となり、さら

に Rd =
∪∞

k=0 Tk
βSβ と全空間を分割できる。

3 結果

命題 (最大値無限分解可能分布の表現)　 µを F ∈ MID の exponential measureとする。このとき Sβ 上の有

限測度 µ0と各 n ∈ Zでボレル可測な関数 gn : Sβ → [0,∞)が存在し以下を満たす。また逆にこのような条件

を満たすように作った測度は F ∈ MID の exponential measureとなる。

(a) A ∈ B(Sβ)について µ0(A) = 0のとき、またその時に限り µ(Tn
βA) = 0, ∀n ∈ Z,

(b) 任意のコンパクト集合 Aについて
∑

n∈Z gn(x)1A(Tn
β x) < ∞.

(c)
∑

n∈Z gn(x) > 0, µ0 − a.e.,

(d) µ(A) =
∫

Sβ

µ0(dx)
∑
n∈Z

gn(x)1A(Tn
β x), ∀A ∈ B(R

d
).

このような {µ0,gn,n ∈ Z}は次のような意味で一意に決まる。すなわち {µ0,gn, n ∈ Z}と {µ̃0, g̃n,n ∈ Z}が上の
条件を満たすなら、ボレル可測な関数 h(x)で 0 < h(x) < ∞なるものが存在し、以下を満たす。

µ̃0(dx) = h(x)µ0(dx), gn(x) = h(x)g̃n(x), µ0 − a.e.,∀n ∈ Z.

定理 (最大値半自己分解可能分布の特徴づけ)　 F が最大値半自己分解可能分布であることと、上の表現の

関数 gn(x)が gn(x) − gn+1(x) ≥ 0を満たすことは同値である。
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多重ゼータ関数の確率論への応用

青山崇洋 (東京理科大学理工学部)

(中村隆氏 (東京理大)との共同研究)

1. 多変数関数と多次元離散分布

ある多変数関数が与えられた際, それが特性関数であるか否かを判定することは, 対応する
測度が確率分布となることが自明でない場合には困難である. 確率論において 1次元の連続,
離散分布及び多次元の連続分布は多くの例が存在する. また, それら自身と対応する関数の性
質が確率論への有用性を示していることは周知の事実である. しかし, 多次元の離散分布に
限っては他に比べて取り扱える関数の例が非常に少ない. 本講演は, 多重ゼータ関数を用いる
ことにより無限個の点に重みを持つ多次元の離散分布を新たに導入することを目的としてい
る. 更に確率論への応用を見据え, それらが無限分解可能となるのがいつなのかについても議
論する.

2. ゼータ関数

ゼータ関数は 18世紀の L. Eulerによる特殊値の研究に端を発し, 幅広く数学に関わる分野
の研究対象となっている関数である. 現在様々なゼータ関数が存在するが, 最も基本となるの
は次である.

定義 2.1 (リーマン・ゼータ関数 ([5]参照)). z = σ + it, σ > 1, t ∈ Rに対し,

ζ(z) =
∞∑
n=1

1

nz

をリーマン・ゼータ関数という.

リーマン・ゼータ関数は関数等式等を用いてC上に解析接続可能であることは良く知られ
ている. また, σ > 1であるとき ζは絶対収束し, 零点を持たない. これを非零絶対収束領域と
呼ぶことにする. この時 ζ は以下の無限積の形で書き表せられる.

命題 2.2 ([5]参照). z = σ + it, σ > 1, t ∈ Rのとき,

(1) ζ(z) =
∏
p∈P

(
1− p−z

)−1

と書ける. ここで Pは素数全体である.

(1)の右辺はオイラー積と呼ばれ, この命題は同時に素数が無限個存在することを示して
いる.

3. リーマン・ゼータ分布

ゼータ関数と確率論の関係は様々あるが, その中に以下のリーマン・ゼータ分布と呼ばれる
R上の確率分布が存在する. 非零絶対収束領域 σ > 1において次の関数 f を用意する.

fσ(t) :=
ζ(σ + it)

ζ(σ)
, t ∈ R.

この ζを正規化した関数 f は特性関数になることが知られている. 以下, µをR上の確率分布,
µ̂をその特性関数とする.

定義 3.1 (リーマン・ゼータ分布 ([6]参照)). σ > 1に対して,

µ̂σ(t) = fσ(t), t ∈ R
と書けるとき µσ をリーマン・ゼータ分布という.
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このリーマン・ゼータ分布は最も古い文献として [7]に記されているが, その性質は以下に
挙げることを除いてほぼ知られていない.

命題 3.2 ([6]参照). R上のリーマン・ゼータ分布は複合ポアソン分布ある. また, そのレヴィ
測度Nσ は有限かつ次のように書ける.

Nσ(dx) =
∑
p

∞∑
r=1

p−rσ

r
δr log p(dx), x ∈ R.

4. 多重ゼータ関数の構成と多次元のゼータ分布の導入

整数論の分野において多重ゼータ関数の研究が 1990年代以降盛んに行われ, 現在も新たな
多重ゼータ関数が導入されている. しかし, その研究内容には確率論の観点はない. 一方, ゼー
タ関数とその零点の関係はリーマン予想を代表とする最も重要な研究課題の一つである. 3節
においてR上のリーマン・ゼータ分布は複合ポアソンであると述べたが, それは同時に無限分
解可能であることを意味する. また, 無限分解可能分布の特性関数は零点を持たない. これら
の事実を踏まえて我々はこれまで 1次元, 非零絶対収束領域でしか考えられていなかったゼー
タ分布を多次元, 絶対収束領域に拡張する為, [3], [4]において以下の新谷型多重ゼータ関数を
新たに導入している.

定義 4.1 (多次元新谷ゼータ関数, ZS(s⃗), ([3], [4])). d,m, r ∈ N, s⃗ ∈ Cd, (n1, . . . , nr) ∈ Zr
≥0

とする. このとき λlj , uj > 0, c⃗l ∈ Rd (1 ≤ j ≤ r, 1 ≤ l ≤ m)及び, 任意の ε > 0に対し
|θ(n1, . . . , nr)| = O((n1 + · · ·+ nr)

ε)を満たす複素数値関数 θ(n1, . . . , nr)に対し, ZS(s⃗)が多
次元新谷ゼータ関数とは,

ZS(s⃗) :=

∞∑
n1,...,nr=0

θ(n1, . . . , nr)∏m
l=1(λl1(n1 + u1) + · · ·+ λlr(nr + ur))⟨c⃗l,s⃗⟩

, min
1≤l≤m

ℜ⟨c⃗l, s⃗⟩ > r/m.

この多次元新谷ゼータ関数は単に確率分布を定義する, またそのモーメントを計算するこ
とは容易であるが, その無限分解可能性を示すことは困難である. そこで, [2]において更に無
限分解可能性を得る為, 以下の多重オイラー積を新たに導入した.

定義 4.2 (多次元多重オイラー積, ZE(s⃗), ([2])). d,m ∈ N, s⃗ ∈ Cdとする. ここで−1 ≤ αlp ≤
1, a⃗l ∈ Rd (1 ≤ l ≤ m)に対し, ZE(s⃗)が多次元多重オイラー積とは,

(2) ZE(s⃗) =
∏
p∈P

m∏
l=1

(
1− αlpp

−⟨a⃗l,s⃗⟩
)−1

, min
1≤l≤m

ℜ⟨⃗al, s⃗⟩ > 1.

以下, s⃗ := σ⃗ + i⃗t, σ⃗, t⃗ ∈ Rdに対し,

fσ⃗
(
t⃗
)
:=

ZE

(
σ⃗ + i⃗t

)
ZE(σ⃗)

.

定理 4.3 ([2]). (2)において a⃗1 = · · · = a⃗m := a⃗, αlp = 0,±1を満たすとする. このとき fσ⃗
が特性関数となる必要十分条件は, 任意の p ∈ Pに対し,

∑m
l=1 αlp ≥ 0. 更にこのとき fσ⃗ は

Rd上の複合ポアソンとなり, そのレヴィ測度N
(a⃗)
σ⃗ は有限かつ次のように書ける.

N
(a⃗)
σ⃗ (dx) =

∑
p

∞∑
r=1

m∑
l=1

1

r
αr
lpp

−r⟨a⃗,σ⃗⟩δlog pr a⃗(dx), x ∈ Rd.

以下, a⃗ ∈ Rdに対し, a⃗1, . . . , a⃗m ∈ Rdが線形従属であるが有理数 (Q)上一次独立であると
は, Q上一次独立な代数的数 ψl (1 ≤ l ≤ m)が存在し, a⃗l = ψla⃗と書けることとする. また,
線形独立 (LI), 線形従属であるがQ上一次独立 (LR)とする.
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定理 4.4 ([2]). (2)において a⃗1, . . . , a⃗mが (LI)または (LR)を満たすとする. このとき fσ⃗が
特性関数となる必要十分条件は, 任意の 1 ≤ l ≤ m, p ∈ Pに対し, αlp ≥ 0. 更にこのとき fσ⃗
は Rd上の複合ポアソンとなり, そのレヴィ測度Nσ⃗ は有限かつ次のように書ける.

Nσ⃗(dx) =
∑
p

∞∑
r=1

m∑
l=1

1

r
αr
lpp

−r⟨a⃗l,σ⃗⟩δlog pr a⃗l(dx), x ∈ Rd.

定理 4.3は R(実際にはQ)上の数の一次独立性, 定理 4.4は Rd上のベクトルの線形独立性
から成る基底の上に各々リーマンゼータ分布を貼り合わせていることを示している. そこで
それらを併せ持った形として以下の多重オイラー積を用意する.

定義 4.5 (η 重 φ階オイラー積, Zη,φ
E (s⃗), ([2])). d, φ, η ∈ N, s⃗ ∈ Cd とする. ここで −1 ≤

αlk(p) ≤ 1, a⃗l ∈ Rd, 1 ≤ l ≤ φ, 1 ≤ k ≤ ηに対し, Zη,φ
E (s⃗)が η重 φ階オイラー積とは,

(3) Zη,φ
E (s⃗) :=

∏
p

φ∏
l=1

η∏
k=1

(
1− αlk(p)p

−⟨a⃗l,s⃗⟩
)−1

, min
1≤l≤φ

ℜ⟨⃗al, s⃗⟩ > 1.

注 4.6. m = φ× ηとすると, Zη,φ
E は多次元多重オイラー積である.

このとき, 定理 4.3, 4.4を融合した形として以下を得る.

定理 4.7 (主定理, [2]). (3)において a⃗1, . . . , a⃗φ が (LI)または (LR), αlk(p) = 0,±1を満た
すとする. このとき fσ⃗ が特性関数となる必要十分条件は, 任意の 1 ≤ l ≤ φ, p ∈ Pに対し,∑η

k=1 αlk(p) ≥ 0. 更にこのとき fσ⃗ は Rd上の複合ポアソンとなり, そのレヴィ測度Nη,φ
σ⃗ は

有限かつ次のように書ける.

Nη,φ
σ⃗ (dx) =

∑
p

∞∑
r=1

φ∑
l=1

η∑
k=1

1

r
αlk(p)

rp−r⟨a⃗l,σ⃗⟩δlog pr a⃗l(dx).

多次元多重オイラー積の最も簡単な例として, 2次元有限積の場合を [1]において取り扱っ
ている. 本講演では [2]を中心に [1], [3], [4]においてこれまで得られた結果及び互いの関連性
の概要を述べる予定である.
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自由確率論における
非減少レヴィ過程の分布について

佐久間紀佳（愛知教育大）

平成 24年 12月 21日（金）10:30～11:00

本講演では自由確率論における非減少レヴィ過程 (subordinator)の分布の性質につい
て報告する. 以下すべて分布は 1次元のものを考える. P+で [0, ∞)上のボレル確率測度
全体の集合とする.
確率論において非減少レヴィ過程 (subordinator)の分布の性質については次のことが

知られている. 詳細については Sato[2]や Steutel and van Harn[3]を参照してほしい.

命題 1. (1) 非減少レヴィ過程 (Xt)t=0の分布族を (µt)t=0とする. レヴィ-ヒンチン表現が
次の形である: η′ = 0と ν((−∞, 0])) = 0かつ

∫
(0,∞) min(1, x)ν(dx) < ∞をみたすR

上の測度 νが存在し

C∗
µt
(z) := log

(∫
R

eizxµt(dx)
)
= itη′z + t

∫
(0,∞)

(eizx − 1)ν(dx)

である

(2) 任意の t = 0に対して, supp(Xt) ⊂ [0, ∞)

(3) inf(supp(X1)) = bならば inf(supp(Xt)) = bt

(4) 二つの独立な非減少レヴィ過程 (Xt)t=0 (Yt)t=0 の積は (Zt = XtYt)t=0は必ずしもレ
ヴィ過程にならない

この命題の (2)は非減少レヴィ過程の保存的な性質「分布が非負の領域に集中してい
る」ということである. 他方, (4)は保存的でない性質,確率過程の積というものを考えた
ときにその分布の無限分解可能性は保存されない,というものである. このような非減少
レヴィ過程の分布の性質をみながら自由確率論におけるその対応物をドイツ Saarlandes
大学Octavio Arizmendi氏,京都大学の長谷部高広氏と考察した.
自由確率論の基本的設定については講演の初めで解説する. (前日の長谷部氏の講演で

も一部触れられることと思う.) ここでは簡潔にどういうものかだけ述べておく. 通常の測
度論に基づく確率論における「独立性」の概念を変形して確率変数が「確率変数の積」に
ついて非可換な場合の自然な独立性の一つとして「自由独立性」というものがVoiculescu
により提唱された. その独立性の元での畳み込みなどの基本的な確率論の概念が整備され
た. それぞれ確率分布 µ, νに従う自由独立な確率変数の和の分布を µ � νと表し,同様に
自由独立な確率変数の積の分布を µ � νと表す. これらはランダム行列の解析に応用され
ている.
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無限分解可能性の概念は�の概念を用いて自由確率論でも同様に考えられている. 任
意の n ∈ Nに対してある確率分布 µnが存在して次が成立するとき µは自由無限分解可
能分布という:

µ = µn � · · ·� µn︸ ︷︷ ︸
n個

確率分布 µが自由無限分解可能ならば確率論のときと同様 µ�tが任意の t = 0に対して
定義される.
確率論のときと同様に自由無限分解可能分布に対して,レヴィ-ヒンチン表現が知られ

ている. 自由確率論においては特性関数（フーリエ変換）を用いる代わりに R-変換と呼
ばれる変換が用いられる. 確率分布 µの R-変換とは次で定義される:

Rµ = zG(−1)
µ (z)− 1

ここでG(−1)
µ (z)は確率分布 µのコーシー変換Gµ(z) =

∫ µ(dx)
z−x (z ∈ C+)の合成について

の右逆元とする. µが自由無限分解可能分布であるとき a = 0, η ∈ Rとレヴィ測度 ν（す
なわち ν({0}) = 0と

∫
min(1, x2)ν(dx) < ∞をみたすR\{0}上の測度）が存在して次

を満たす:

Rµ(z) = az2 + ηz +
∫

R

(
1

1 − zx
− 1 − xz1[−1,1] (x)

)
ν (dx) , z ∈ C−. (1)

また逆に,確率分布 µの R変換が上の表現を持てば µは自由無限分解可能である.
この表現は確率論における無限分解可能分布のレヴィ-ヒンチン表現に対応している.

µが無限分解可能であれば a = 0, η ∈ Rとレヴィ測度 νが存在して次を満たす:

C∗
µ(z) := log

(∫
R

eizxµ(dx)
)
= − az2

2
+ iηz +

∫
R

(
eizx − 1 − izx1[−1,1]

)
ν(dx)

したがって無限分解可能の研究の中でこれらの無限分解可能分布,自由無限分解可能分布
を特徴付ける (a, ν, η)が同じもの同士を対応させる写像 Bercovici-Pata写像Λ : I∗ → I�

が提唱された. ここで I∗, I�は無限分解可能分布全体の集合および自由無限分解可能分布
全体の集合とする.
ここで非減少レヴィ過程の自由確率論における対応物を Bercovici-Pata写像により定

義する.
自由非減少レヴィ過程 (free subordinator)� �
分布族 (ρt)t=0に対して,ある分布族が (µt)t=0をもつ非減少レヴィ過程 (Xt)t=0が存
在して, (ρt = Λ(µt))t=0であるとき, この (ρt)t=0から構成される自由レヴィ過程を
自由減少レヴィ過程 (free subordinator)と呼ぶことにする. I�r+を自由非減少レヴィ
過程の分布全体の集合とし,自由正則無限分解可能分布のクラスと呼ぶ.� �

I∗r+を減少レヴィ過程の分布全体の集合とする. I∗r+ = I∗ ∩ P+であることに気をつけよ.

結論

自由非減少レヴィ過程の分布の性質を解説する. Bercovici-Pata写像の定義より自由
非減少レヴィ過程の分布のレヴィ-ヒンチン表現は類似の形で成り立つ. また時間発展の
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元で「分布が非負の領域に集中している」ということも成立する. ところが分布の台の下
限は確率論の場合のときのように単純に変化しない. そのためか,「分布が非負の領域に
集中している無限分解可能分布を時刻 1の分布として構成されるレヴィ過程は必ず非減
少レヴィ過程である」ということがいえなくなる. そして確率過程の積の分布の無限分解
可能性については確率論のときより強い事実が成立する.

定理 2. µ, ν ∈ I�r+, σ ∈ I�とする. このとき以下が成立する.

(1) µ � ν ∈ I�r+.

(2) µ�t ∈ I�r+が t = 1のとき成立.

(3) µ⊎t ∈ I�r+が 0 5 t 5 1のとき成立.

(4) µ � σ ∈ I�.

ここで ⊎は Boolean畳み込みと呼ばれる非可換確率論における別の独立性の元での
畳み込みである.
複合自由ポアソン分布� �
複合測度 ν,パラメータ λ > 0の複合自由ポアソン分布 πλ,νは

µn =

((
1 − λ

n

)
δ0 +

λ

n
ν

)�n

の極限分布として定義される.� �
定理 3. µを対称な確率分布, mを次の密度をもつ自由ポアソン分布とする: 1

2π

√
4−x

x .

(1) µ ∈ I� ならばある σ ∈ I�r+ が存在して µ2 = m � σ. とくに, µ2 ∈ I�r+. 逆に,
σ ∈ I�r+ならば Sym

(
(m � σ)1/2) ∈ I�. ここで, Sym(ν)は ν ∈ P+の対称化である:

Sym(ν)(dx) := 1
2 (ν(dx) + ν(−dx)).

(2) µがパラメータ λをもつ複合自由ポアソン分布で複合測度として νをもつならば, (1)
の σもまたパラメータ λをもつ複合自由ポアソン分布で複合測度として ν2をもつ.

この定理と正規分布が自由無限分解可能であるということ [1]やコーシー分布が自由無
限分解可能であることからχ2-分布や F(1, 1)-分布が自由無限分解可能であることが従う.
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SじToれg sθ!“tあοas qメ 筋炉角虎e_】ぁ阿 casあοれa[SDEs aれ 】 何a句』ο4碗砲 aを克ccs

2012/12/21/金  長 田博文 (九州大学)・種村秀紀 (千葉大学)

S=Rd,C,(0,∞ )その他のユ
ークリッド空間の適当な部分集合とする。この講演では、S内 の無限個の

ラベルをつけた粒子の運動を表す SDE、 つまり、SN上 の SDEの
一
意的強解を構成する新しい方法を述べ

る。それを用いて、特に、Airy点過程を平衡分布とする干渉ブラウン運動を表現するSDEの
一
意的強解の

存在を示す。従来知られていた、時空間の相関関数による確率力学による構成と
一
致することを示す。

l SDEの 強解の新しい同値概念

SDEの 強解を構成する手法は、汎用性を持つので、一般の非マルコフ型のSDEの 場合について述べる。

Let千,ア(SN)=C(10,T);SN),Where o<T<(湾 .Let Иた。l be a Borel subset of子'ア(SN).Let σ
を
,bt i

予'名。1-→千'ア(SN).Let So be a Borel subset of SN.

Vヽe consider a quadruplet(〈σガ},(bケ},予予そsol,SO)and the ISDE on SN ofthe fbrlll

どズ!=σ
を
(X)tttβ:十 ぴ(X)と沈 (づ CN)

X。 =s=(st).∈N∈ So

X∈ 予レ名d .

Here X=(Xを }t∈Ю,T)=((ズ 子).∈N}を∈p,T)∈ 予喚dぅ {β
'}(づ
∈N)iS the SN― ・‐alued starldard Br motion.

( P l ) T h e  l s D E ( f ! 1 ) h a s  a  s d u t i o n ( X , B )∈レ ( S N )× 7° ( S N ) b r  e a c h  s∈S。.

For a prob rneas F名 oll「γ(SN)× Vレ
ア°
(SN)we denote by F名 ,B the regular conditiorial prob

( 1 , 1 )

( 1 . 2 )

( 1 , 3 )

( 1 , 4 )

( 1 . 5 )

( 1 . 6 )

( 1 , 7 )

( 1 . 8 )

( 1 . 9 )

晃,B=ズ其X∈ ・B), Ps=具 (X∈ち), 塔 =具 (B∈`)

F o r  a  p a t rェX = (ズ ! )を∈N∈ "気 S N ) a n d胸 ∈ N , c o n d d e r  X碑
= ( 0 , _ , 0 ,ズ

!れ
+ 1メ
サ
れ+ 2 , . . . )∈

7 ( 5 N ) .

For X∈ 予喚d,s c SO,and岡 ∈ N,we introduce a new SDE(fiЬ )。n Y772=(考
1,… ・,yt向 ).

』路
2=σ 2(Y77L tt x772辛

)を冴B,十 b7(Y向 十 X向
ホ
)t沈  (ぢ

=1)… ・,″れ)

Y伊 =(51,… .)S例 )CS例 , Where s=(St)挺 1,

Y拘 十X77Rネ∈"名d.

Here x77Pネis interpreted as a part of the coefncients of the SDE(fi3)ぅand we set

Y'・+X碗 半=(路1,……巧
向
)ズ糾
+1,ズ
糾
+2,…,).

(P2)For each s∈ SO and X∈ 予,名1,the sDE(ゴ 3)has a ullique,strong sdutおn br each γn∈ N.

Let免 ぢ′(7(SN))be the t航lσ―neld ofレ(SN),and br a probab■ity measure P or1 7(SN)We set

免材(7(SN))= σlXい 1, TaづJ lll(P)=(A∈免 ぢ′(7(SN));P(九 )=1).
∝（日‐‐
い

(P3)For each s c S。 ,the tail σ
―ield口 航子(,7(SN))iS Ps― trivial.

ヽヽle state the lllain theorelns in this sectio11.

Thと 苫rem l.(1)ム SS物″,C(Pl)(P3).T/け Ctt ISDど (f!1)(fi3)ん as a sサ仰角95θんむづθ砲乃r Cacん s∈ S。.

(2)九 55物物C(P2).う cサYs a角 冴Ytt bc sむγつれg sοんむぢοttsザ ISD回 (f!1)(fi3)5サ aだれθaむs∈ SO冴 軒角ett θ句

れ e  s a t t c呼 瓶 c Cザ β 仰 御 句ぢaれ 胸 θれ οt t s  B . Tん c t t  Y s = Y t t  a . s・ ゲ a角 冴 ο句′7ゲ

Ta夕111(Law(Ys))=免 材μl(L榔 (Y台)).



2  Tail theorems

上述の仮定 (Pl)(P3)の うち、最初の二つは、lfl,lゲil°151の
一
般論で、確かめることができる。(P3)は ラ

ベルパス空間上の確率測度の tail自明性を要求するものだが、この章では、これが配置空間の″点過程の tail

自明性か ら導 くことができることを示す。 ここでも、
一
般的な枠組みで述べる。

Let S be the cOnnguration space Owr S.Set ST={5∈ S;ISI<r)・ Let Tr2ぢJ(5)=∩ 挺 l σlTttl be tlle

tail σ―fleld of S, Let μ be a prob measure on St

(Ql) 冨航J(S)iS μ―trivial.

Let WttS)=σ (10,Tli S)and Write X={X↓ }o≦士≦T∈ 1'ア(S).ヽ Ve litt the μ
―triviality oF Taぢ7(5)to

a triviality of tlle labeled path spaces yγ(sN).For this we equip S with a subset So alld a family of

p r o b a b l i t y  m e a s u r e s ( P s } s c s o  O n  7 ( 5 ) .ヽ晩 cal l ( P s } s c s o  a  l i f t  d y n a m i c s .

( Q 2 ) T l l e r e  e対sts a  B o r e l  s e t  S o  a n d  a  t t m i l y  o f  p r o b  I I l e a s { P s ) s∈s。0117 ( 5 ) s a t i S t t i n g (プ 1)(ダ 3).

μ(5。) = 1 , ,  P s ( X o = 5 ) = l  b r  a l l  S∈ S。

Pttμ<μ br a11 0≦む≦T,向∈五2(μ).
The density P(を ,s,t)iS β(10,Tl)× β(S)× β(5)―meaSurable.

Here Pttμ =Pれ μOX戸
1,Pttμ =鬼 Ps?れ(S)μ(冴S),and P(を ,s,t)=PsO X戸

1(冴
t)/冴μ.

(Q3) Ps(17(Ssi))=l fOr all s c S。 ,where Ssi={Si S(5)=∞ ,S((】})≦ l br all冴 ∈S}.

L e t  t ( 5 ) = ( ' 1 ( S ) )れ∈N b e  a  l a b e l , L e t特ょh b e  t h e  n l a p  Ъat h :〃(S s i )→ レ (S N ) S u c l l  t h a t  t t a t h ( X ) o =

L ( X o ) . B y  d e i n i t i o n  X t =Σ歴土 抜 r a n d  x t = ( X r )虎 ∈N t t r  a uむ.

(Q4)There exists an illcreasing sequencc(KけOf compact sets in S such that

( 2 . 1 )

( 2 . 2 )

( 2 . 3 )

↓里
Pttμ(T7(Kり)=1, M十 <∞ fbr alガ,r∈N (2.4)

( 3 . 1 )

( 3 , 2 )

( 3 . 3 )

Here we set M私=inf〈r/2∈N;ズ兜∈W (畔 ) f b r創1向 ≦角∈N , X∈ T 7 ( Kを) } .

=P5°
職 h,S=KS),a句

冴μ
↓=μ o rlれ cをσ bc a sttb σ―炉c材

冴cサcT胸れc冴匂柄 cr{Ps)s∈ s。・動 C句

(1)g tt Ps―古γヽガ航ar ttT μ
[_a.s,s.

( 2 )乃 T  μ
l―a t s . s ,れc  s cサ

イ よt h ( S Nぅ0キ
P s ) = ( A∈ g i  P s ( A ) = 1ル sれ 冴C P C句冴c角サザ s a角 虎 んC  p a Tを, c匂胸r

cんθぢccザ(Ps}sc s。れ(Q2).

3 干 渉ブラウン運動の一意的強解

この章では、今までの結果を干渉ブラウン運動に適用する。

悪竜 begill by introducing the ISDE.Let H be a lneasurable subset in S.Let u be the unlabel ll■ap,

a l l d  s e t  H =“
~ 1 ( H ) . L e t  σを: S× H→ ( R』) N  a l l d  bをi S× H→ ( R』

2 ) N  b e  m e a s u r a b l e  t h n c t i o n s . L e t

X = (ズ ! ) ,∈N∈ V ( S N ) a r l d  s e t  X t =Σヶ∈Nδ■ , X夕
=Σ
J∈N ,ブヵ

δメ!・
C°n d d e r  t h e  I S D E .

Theorerl1 2.スss切胸c(Ql)(Q4).Lcサ Ps

q メ7 子a t h ( S N ) ・ A S S 匂 物 C サんa サ g , s  c θ 切所 a b り

』ズ!=σ(ズ!,XF)冴β子十b(ズサ,Xを
ネ
)沈

X。 = s∈ H

Xだ H  f O r  a l lむ∈ 1 0ぅT l・

We set a(rぅ y)=σ (rぅy)サσ("ぅy)and assur1lc



(Rl)μ haS a log deh均titt dμ(露)y)and b(密,y)=ら〈▽ra(2,y)十a(露,y)dμ(α,y)}.

(R2)μ  is a(Φ ,口)―quasi Gibbs measllre)and(Φ ,口)iS upper semicOntinuous.

(R3)(ε
μ
,つ
μ
)iS a quasi―regular Dirichlet riDrm on五

2(s,μ
).

(R4)H is a Subset of Ss.i satisけ ing Capμ (HC)=0.Here H=u(H)・

(R5)Each tagged particles are non― explosive.

(R6)The cOemcients a and b satis特
“
10Cal Lipschitz conditionぎ .

Let μt be the regular conditional probability deflned by μ t=μ (・17ちぢJ(3))(t).Therェ

畑 =丈 P t l A l瓜ぬ 獅 d  F Z t l A lお脇 o "餌 調 e飾 鏑仇 A斡 )  格 り

Lemma 3.■ 55切駒克 んaむμ ぢs a ttasづ
―Gガbbs ttcas物化.助 c角免 ガ!(5)佑 μt―古rゎづarルTμ

―a,s.t.

Theorellt1 4.As5匂 物 c(Rl)(R6),7Lcれ れ Ctt c冴 佑佑 S。 5切 cん れ 航 μ(5。 )=l saサ ぢザ "れ θ サんCヵ 材ο切れ θf

(1)Tん C ttS刀  (3.1)(3.3)ん as a Sサ仰句g sο施サガθれ (X,Ps)拘 r Cacん s∈ So sttcん れaサ((X,Ps)}s∈ s。 づsaS。
―

υatte冴 冴,瀞,S'ο角.21ら c assθcづaサc冴句句rabc!ctt pttcc55C5{(X,P5)}5∈ SOぢSa5。 ―υaFttc冴,μ ―TcυC符づυre冴伽 sづθ免.

rrc確 5。 =u(So)・

(2)So catt bC ttccο l中Pο5ctt as a冴 をすθづ角サS竹物 SO=Σ Et∈Ta】(3)/～
SO,t sttCん サんaサμt(50,t)=1,ttlん eγでS。,t=

u(So,t),a角 冴サんaむサんc sttbcθJrccサぢθ句 ((X,Ps)}s∈ sot a陀 5。,t―υa′物C冴,μt―陀υersづυ′c冴匂伊位5ぢοtt Saサ快サ移う角g

Pμt o X戸
1く
μt ybr aJ′む /br μ一a.s・t・           (3.5)

(3)A拘 例ぢJグザ S古仰角95ο胸サづοれJ〈(X,Ps)}s∈ s。ザ (び!1)(5!3)saむガず伊れo(513)佑 句荷9竹c ttr μ
l―a.5,s,

兄ettaγそ1.(1)以上の定理は、(自明な制約を除く)す べてのRuelleクラスポテンシャルを持つGibbs測度、

Dyson model(β=1,2,4),Airy点 過程 (β=1,2,4),BesSel点過程 (β=2),Gillibre″点過程 (β=2)に 適用

できる。また、これらを満たす様々な例が、今後も見つかつていくと思われる。

(2)強解の
一意性から、Dihchlet形式の一意性の問題も、あるレベルで、解決できる。特に、Langに よる

構成と、長田による構成が (tailが自明な場合は)等 しいことが分かる。

(3)「準 Gibbs性」、「対数微分」、「本目関関数の局所有界性」、「微小変動」、「非衝突」、り卜爆発」の6つ の

確率幾何的性質を確認すれば、以上の一般論を適用できる。目標とすべきクラスの例は、Airy,Sirle,Bessel

のβ ensembleやGaussian analytic ttllctionの零点である。

Lemma 5.Tん c九ガ竹7 pθれサPttcc55 7t12サんβ=2ん as aむrづυぢat taぢ′.

Theorerlt1 6. Tr2c Aぢ r7冴 ヶ角aγれづCJ gガυctt b7む んc spacc― むづ竹けc cθ γ
わ
γで'aサ'θれ メ切れCサぢθtts,sを んc切 句ぢ?切cJサ γθttg sθ

―

′竹サケθ角ザれc ISDE

斑
=妃 十

出 社〈

t≠,毛 |ぐ
鶏
一
定
)~九
1争
響
冴αWt・ 倒

挽解β(何)=靖=1(→,のし).
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ROTATION INVARIANT PROCESSから導かれる SDEのオイラー丸山近
似の収束について

TAKAHIRO TSUCHIYA

Abstract

まず次の以下の確率微分方程式を考える:

(1) dX(t) = (2βX(t) + δ(t)) dt + g(X(t))dW (t),

ただし (W (t))t≥0 はWiener過程で, X(0) ≥ 0, β ≤ 0. また δは非負な 2乗可積分な
Adapted measurable関数,

∫ t

0
δ2(s)ds < +∞ a.s. for all t ≥ 0であり, gはHölder連

続性を持つとする:
|g(x) − g(y)| ≤ K|x − y| 12 ,

ここでK は正の定数. この解は一意的で強解となり, また比較定理が成り立つので解
は R+ := [0,∞)を離れることはない. この確率微分方程式は数理ファイナンスにお
いて瞬間金利を記述する際に重要な役割を果たす.
さて n ∈ Nとし, 区間 [0, T ]に関する分割 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T を考え, これ

を∆nと書く. 特に等間隔に T/n分割する場合は∆n̄とし, ‖∆n‖ := maxk(tk+1− tk)
とおく. Delbaen et. al. [1]に従って確率微分方程式 (1)の解をについて次の離散近
似, Euler-丸山近似 (Xn)n∈N を考える. Xn(0) = X(0)として,

Xn(t) = Xn(tk) + 2βXn(tk)(t − tk) + δ(tk)(t − tk) + g+(Xn(tk))(W (t) − W (tk))

または tk ≤ t < tk+1 であるとき ηn(t) = tk とする関数 ηn を導入して,

Xn(t) = Xn(0) +
∫ t

0

(2βXn(ηn(s)) + δ(ηn(s))) ds +
∫ t

0

g+(Xn(s))dW (s)

として定める. g の定義域が正であることから Euler-丸山近似が定義されるために
g+(x) := g(x1(x>0))とした. ここで拡散項の定義域に制限がなく, かつリプシッツ
連続性を有すれば自然に Euler-丸山近似等が考えられ, それらの収束の速さまでわ
かっている (例えば [3])ことに注意する. 彼らは [1]において全ての ω ∈ Ωに対し
supu δ(u)(ω) ∈ L1 であれば上記の意味での Euler-丸山近似 (Xn)n∈N の解の収束は
L1-supnorm, すなわち強収束し, 加えてその収束のオーダーは山田-渡邉の定理 [2]に
導入された関数を用いて ‖∆n‖

1
2 と上から評価できることを示した.

そして Gyongy et. al. によって以下のように整理された.

(2) dX(t) = b(t,X(t))dt + σ(t,X(t))dW (t),

ここで bはリプシッツ連続関数 f および単調減少関数 gによって b = f + gとなり，
σは (1/2 + γ)-Hölder連続性を満たするとする:

|f(t, x)−f(t, y)| ≤ K|x−y|, |g(t, x)−g(t, y)| ≤ K|x−y|θ, |σ(t, x)−σ(t, y)| ≤ K|x−y| 12+γ .

ただしK > 0であり γ ∈ [0, 1
2 ). そして確率微分方程式 (2)に対し∆n̄におけるEuler-

丸山近似 (Xn̄)n̄∈N を考える.

dXn̄(t) = b(t,Xn̄(ηn(t))dt + σ(t,Xn̄(ηn(t))dW (t)
1
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彼らは [4]において L1-normにおける収束の速さが上から

E[|Xn̄(t) − X(t)|] ≤
{

C/(log n), γ = 0
C/(nγ + n

θ
2 ), γ > 0

(3)

C は正の定数として評価できることを示した．これによって, その Lp-supnormの評
価を得ている. これは拡散項の連続性が 1/2-Hölderであり,ドリフト項 bが拡散項に
比較して小さい場合は収束が遅くなることは数値計算によって知られており [5], それ
と整合性がある結果となっている.

0.1. 中尾-LeGall条件 (Wiener driven SDEs). 本講演では, この Euler-丸山近似
の収束の速さについて, 弱解の存在が知られている重要なクラス, 中尾-LeGall条件の
下で考える．

Definition 1. 中尾-LeGall条件とは以下を満たすこと,
(1) 正の数 ε と K があって任意の x ∈ Rで次が成立する:

ε ≤ σ(x) ≤ K.

(2) 有界な増加関数 f が存在し, 任意の x, y ∈ Rで次が成り立つ:

|σ(x) − σ(y)| ≤ |f(x) − f(y)| 12 .

ところが上記した Delbaen et. al. や Gyongy et. alの議論に加えて, 局所時間の
議論をあわせることで収束の速さを評価することが出来ることを示す.

0.2. Hölder条件 (Jump-type SDEs). Rotation invariant過程 (Z(t))t≥0 から導
かれる確率微分方程式
(4) dX(t) = σ(t,X(t−))dZ(t),

に焦点を当てて考える. 確率積分の意味は [6]に従うものとする. そして ∆n におけ
る Euler-丸山近似 (Xn)n∈N

dXn(t) = σ(t,Xn(ηn(t))dZ(t).

と書くことにする. まず次の Hölder連続性条件が満たされるとする.

Definition 2 (Hölder). 正の数 K > 0 および γ ∈
[
0, 1 − 1

α

]
があって,

|σ(t, x) − σ(t, y)| ≤ |x − y| 1
α +γ .

が成立するときに σは ( 1
α + γ)-Hölder連続, もしくは誤解のないときは単に Hölder

連続という.

この下で Euler-丸山近似 (Xn)n∈Nを考えると確率微分方程式 (4)の解の存在して
強解になることが (厳密にはもう少し一般的なクラスで)[7]において示される. その収
束の速さを調べる Delbaen et. al.が用いた山田-渡邉の関数を少し修正したものを考
える. 具体的には

∫ ε

εδ−1 y−1dy = log δ を念頭にして次のような関数 uδε を構成する.

Lemma 1. ε > 0, δ > 1に対して滑らかな関数 ϕδε を以下が満たされるように満た
すように選ぶ,

ϕδε(x) =

 0 : |x| ≥ ε
between 0 and (x log δ)−1 : εδ−1 < |x| < ε
0 : |x| ≤ εδ−1

,
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そして uδε = u ∗ ϕδε と定義する. ここで u(x) = |x|α−1. すると全ての x ∈ Rに対
して

(5) |x|α−1 ≤ uδε(x) + εα−1,
∣∣∣u′

δε(x)
∣∣∣ ≤ δ

log δ
εα−2

が成立する.

これらと伊藤公式および Emeryの不等式を用いることで (3)に対応する L(α−1)-
normの評価を得ることができることを示す.
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diffusion coefficients, Stochastic Processes and their Applications, 121 (2011), 2189-2200.

[5] A. Alfonsi, On the discretization schemes for the CIR (and Bessel squared) processes, Monte
Carlo Methods Appl. 11 (2005), 355-384.

[6] R. F. Bass, Stochastic differential equations driven by symmetric stable processes, Séminaire
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ガウス型べき級数の実零点過程の相関関数とパフィアン

松本 詔 (名古屋大・多元数理), 白井朋之（九州大 IMI）

Kac [2] は実確率変数を係数にもつランダム多項式 fn(t) =
∑n

k=0 akt
k ({ak}nk=0 は i.i.d. な実

標準正規分布をもつ確率変数列) の実零点の個数の期待値について，その積分表示を与えることに

より Littlewood-Offord らの得た結果を精密化した．さらに，Shepp-Vanderbei [4] は fn(t) の複

素零点の分布を調べている．本講演では，Kac の多項式 fn において n = ∞ としたべき級数

f(z) =

∞∑
k=0

akz
k (|z| < 1)

の零点過程についての結果を述べる．関連する研究として，Peres-Virág [3]は fC(z) =
∑∞

k=0 ζkz
k

({ζk}∞k=0 は i.i.d.な複素標準正規分布をもつ確率変数列) の零点が，Bergman核に付随する複素

単位円板上の行列式点過程を定めることを示している．

まず，f(z) の実零点について述べる．以下，I = (−1, 1) とする．{f(t)}t∈I は実ガウス過程で

その共分散核は σ(s, t) := E[f(s)f(t)] = 1
1−st となる．結果を述べるためにパフィアンの定義を思

い出しておこう．2n× 2n 交代行列 B = (bij)1≤i,j≤2n のパフィアン Pf B は

Pf B =
∑
η∈Fn

ϵ(η)bη(1)η(2)bη(3)η(4) · · · bη(2n−1)η(2n)

と定義される．ただし，ϵ(η) は置換 η の符号，また

Fn := {η ∈ S2n | η(2i− 1) < η(2i)(i = 1, 2, . . . , n), η(1) < η(3) < · · · < η(2n− 1)}.

次の定理 1は，f の実零点過程がパフィアン点過程となることを述べている．

定理 1. f の実零点過程のルベーグ測度に関する n 点相関関数 ρn(t1, . . . , tn) は，次のようにパ

フィアンで与えられる．t1, t2, . . . , tn ∈ I に対し，

ρn(t1, . . . , tn) = π−n Pf(K(ti, tj))1≤i,j≤n.

各 K(s, t) は 2× 2 行列で以下で与えられ，(K(ti, tj))1≤i,j≤n は 2n× 2n 交代行列となる．

K(s, t) =

(
∂2

∂s∂tK22(s, t)
∂
∂sK22(s, t)

∂
∂tK22(s, t) K22(s, t)

)
, K22(s, t) = sgn(t− s) arcsin

σ(s, t)√
σ(s, s)σ(t, t)

ただし，sgn tは t > 0で sgn t = +1，t < 0で sgn t = −1，t = 0のときは sgn 0 = 0と定める．

K(s, t) の成分を具体的に書き下すと，

K11(s, t) =
s− t√

(1− s2)(1− t2)(1− st)2
, K12(s, t) =

√
1− t2

1− s2
1

1− st
,

K21(s, t) =−
√

1− s2

1− t2
1

1− st
, K22(s, t) = sgn(t− s) arcsin

√
(1−s2)(1−t2)

1−st .

RIMS研究集会「確率論シンポジウム」, Dec. 18-21, 2012.



定理 1の証明は，次の絶対値のモーメント E[|f(t1)f(t2) · · · f(tn)|] を求める問題に帰着される．

定理 2. t1, t2, . . . , tn ∈ I が互いに異なるとき，

E[|f(t1)f(t2) · · · f(tn)|] =
(
2

π

)n/2

(detΣ)−
1
2 Pf(K(ti, tj))1≤i,j≤n

が成り立つ．ここで，Σ = (σ(ti, tj))1≤i,j≤n とした．

また，次のように f(t)の符号の偶数次モーメント E[sgn f(t1) · · · sgn f(t2n)]もパフィアンで書
ける．なお，nが奇数の場合，E[sgn f(t1) · · · sgn f(tn)] は恒等的に零である．

定理 3. t1, t2, . . . , t2n ∈ I が互いに異なるとき，

E[sgn f(t1) sgn f(t2) · · · sgn f(t2n)] =
(
2

π

)n ∏
1≤i<j≤2n

sgn(tj − ti) · Pf(K22(ti, tj))1≤i,j≤2n

が成り立つ．

また，f(z) の複素零点もまたパフィアン点過程となる．

定理 4. z1, z2, . . . , zn は |zi| < 1,ℑzi > 0 をみたす複素数とする．f(z) の複素零点の n 点相関

関数は

ρcn(z1, . . . , zn) =
1

(π
√
−1)n

n∏
j=1

1

|1− z2j |
· Pf(Kc(zi, zj))1≤i,j≤n.

で与えられる．ただし，Kc(z, w) は 2× 2行列核で

Kc(z, w) =

(
z−w

(1−zw)2
z−w̄

(1−zw̄)2
z̄−w

(1−z̄w)2
z̄−w̄

(1−z̄w̄)2

)

定理 1と定理 4については，独立に Forrester [1]がランダム行列の方法で示している．われわ

れはランダム行列理論を経由せず，ガウス過程の零点の相関関数に関する公式と，石川・川向・岡

田によるパフィアンに関する等式を用いた．定理 2と定理 3はその副産物である．
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カオスの伝播とカットオフ現象 :Ehrenfests模 型の場合

東京大学生産技術研究所 高 橋陽一郎

1  :Propagation of chaos
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(N)古 θ Stt cο れυcttCS ttlCaん 物 サθ μ

O芹
ル ra句 ダ炉″C冴 ん ≧ 1.

Exaltlllple 2(H,POincarも ).Lcサ μ
(N)bcと んe竹 角ヵらγ

itt γ
れCaSttγ

'cO句
(ご ∈ RA7 :

ギ 十
`…
十 】持

=ハ
け ・ 助 Ctt  μ

(N )お
μ
―cんaθむ,c切 ガれ μ れ csむ a角冴att  C a伍 び5ぢa角

物casttTc οtt R.

The sequence μ(N)is μ_chaotic if and Only if

押空棋井まう牝=μれわば)     (1)
を= 1

where rど
's are ca)nollical coordinates ill SN(TanalG,UclliyaIIla,Szllitinan).

D e i n i t i o n  3 . 千 7 e  s a ダ a  s c ? 切e t t C C げ ' 町r a γ
・
たθυ p r o c c s 踏 ズ

( N ) ο れ s N  p γ o p a p a サc s

cんaθsゲれc Fatts μN(サ)qメズ(N)att μ(む)―Cんaθサ'Cプbr sθttc μ(古)∈?(5)切んcれcυcγ
・

μ(N)(0)=μ°
N ttT Sο772C μ∈?(S).

Exarllple 4(T.Shiga and H.Tanaka 1985).ん eサ9(r,"′ i),ど ,"′∈S bc bο匂句冴e冴

角θ角角C θa をわ C  t t c r れc ! t t l ガサん 9 ( α , r ′; 〈″ } ) = O a 句 冴 J C サ

軸 の =え
え
閉仰悔り軸 ム 卿 の一択効 φ∈atts )″∈船

σοttsづ冴cr a角 れ むcγocサ,町 N― pattcた Marん ου prοccssズ
(N)(古
)=(■

N)(の
,_,ズ ∬

)(古
))

θtt SN切 ぢれ pcれc陶 古θT 9(N)=Σ 進 19兜 ,フN=Σ 逃 1.助 cれ,ズ
(N)(サ
)Pttpa_

9aサCS Cんaθs aれ冴μを ,5サんc sθ[切サガοtt qメ

詠ⅢOの=m。0分弧o=瓜け

2 Cut― o『 phenorrlenon

P,Diacollis―NI.Shahsharli 1981,D.AdOus 1983,Adous―Diacorlis 1983,Diaconis―

R.L.Grahalll_J.A.在ヽorrison 1990,Diaconis 1996,A.Hora 1997,一・



緒 γ材 子鴇 だ析を;づ誘メ

)の θ角 れCんクp c竹腕 仰〕叫
N佑
れc〃 研拷θυ cんあ 航れ

押 伍の判 竹 印 =付
腰 】夏:

切 んc竹 れ cん 餌 死 竹 匂bc5 are cθ ttsづ冴c死 冴 as abeFづ a角 サTθ tts a角 冴
lrl=|ヤ ル ガ

=1)1乃 rをど=(rl‐.…,″N)∈(0,1}N.

軌a呂堵r粘着if持】モI品暑替品鱗樹(岩ギ艦鰍出ま持温協1桃鷲暑普材,'S.The妃―step tralisitiOn probabilities satistt the equatiOn

p拙 伍り=拝 p押 伍ん刊 十全
告計
上p脚した十け

肘」岳稽肘腎W押」」計槌材押粉神雪仏靴ダ抑の効町
は明ぃ 行ON‖→2H!殉 _Φ側

仰んcγでΦ(り=だ∝洗 ゼ
ー也2/2れ.

3  Cut―or in direct prOduct MarkOv processes

艦辮謡蹴
拠刺=qれの=鉱附づ抑り孔
え随り坤はり=は刺め耐→的

AssumptiOn(B).There cxist cOIIstantsサ
。>o arldび 。>os.t.

βμ(むぅだ)≧ び。fbr all打c s arid古≧ む0.

Theorem 7(Y.T.).駒 e ttθtt υarガαttο切物θ物 ||】
N)―
T(N)|15筋新 cs

ば
一Tばり‖判

;れ ″o― 駅
一
;れ 戸の

十四
抹
た

ρ庁(古)=ρμ(サ)十θ(ρμ(古)2)aS古→∞.
挽 解 q赤 )佑 勧巾 竹れ 腕 ≧ 怖

(つ



Example 8. 7比 c?セc″佑サa cο角5サaれす人1>Oa角 冴a♭θ竹句冴c冴メ切れC古ガοtt Tμ(r)θtt S

sttcんとんaむ

ノμ( む, ど) = 1 + c ~ 入
1 1 ル
( 冴) 十 ο( c ~ 入

1 を
) a S 古 → ∞ 伍れ た▼″2 物 れ だ。  ( 7 )

恥 C句,律 ノa角冴rBP a化 5aサげ 筋 aれ冴

刺
=∝ 対 律 十の 益 む→ 軸 c =鉱 竹 伽

づ

中

. 0

4  11ivial propagation of chaos in Ehrenfests'model

Theorem 9.Lcサ ズ (N)(角 )bC古 んesづ 物 pJc ra句 冴θ胸 切arん 。句 けんcん ダpcに 竹bc{0,1}N

.Tん c覺 ズ (N)(lN司 )pttpapattcs cん aθ J a角 冴 れ ccん aθ sぢ sθ わ ctt b7古 んc cθ 句サれ 匂ο匂5

れγrぁes,物P′c raれ冴ο例御aJんθ句(0,1}

Indeed,the n―step transition probability of silllple randOlll、valk on the hy―

percube is giverl as

p 押 律 , の
= 2 ~ N ξ

∈呂子 } N O 一

響 ) 匁
は ・ ) 的

一
成

where r tt=(ど的=&=1}.HellCe,its pro.iectiOn to S々is givell by

p鯛
判
位 ↑の
= 2 ~推

岳予}片
( 1 -響 ) ' ( - 1 )・

一つ ξ
,ち y∈ n l }持 ,

ConsequcIItly

押曳翠ポ
)位ぅの=2んΣ cttμ(-1)的

i→ξ
CC(0,1)N

=(平)脚(ギ)印■
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